


MATHEMATISCHE ANNALEN 


BEGRUNDET 1868 DURCH 


ALFRED CLEBSCH unp CARL NEUMANN 


SEIT 1876 FORTGEFUHRT DURCH 


FELIX KLEIN 


UND SEINE MITARBEITER 


UNTER MITWIRKUNG 
VON 
Lupwic BrepersBacH, Haraup Boner, L. E.J. Brouwer, 
Ricuarp Courant, Wa.rTHer v. Dyck, Orro HOLDER, 
Turopor v. KArmdn, Fevtrx Kiem, Cart Neumann, 
ARNOLD SOMMERFELD 


GEGENWARTIG HERAUSGEGEBEN 
VON 


Davip HILBERT ALBERT EINSTEIN 


N GOUTTINGEN IN BERLIN 


Orro BLUMENTHAL  CoNSTANTIN CARATHEODORY 


IN AACHEN IN MUNCHEN. 


94. BAND 


BERLIN 
VERLAG VON JULIUS SPRINGER 
1925 











MATHEMATISCHE ANNALEN 


BEGRUNDET 1868 DURCH 
ALFRED CLEBSCH unp CARL NEUMANN 


SEIT 1876 FORTGEFUHRT DURCH 


FELIX KLEIN 


UND SEINE MITARBEITER 


UNTER MITWIRKUNG 
VON 
Lupwic Brepersacu, Haraup Boner, L. E.J. Brouwer, 
Ricuarp Courant, WatrHer v. Dyck, Orro H6upDEr, 
Turopor v. Karmin, Fev Kier, Cart Neumann, 
ARNOLD SOMMERFELD 


GEGENWARTIG HERAUSGEGEBEN 


VON 
Davip HILBERT ALBERT EINSTEIN 
IN GOTTINGEN IN BERLIN 
Orro BLUMENTHAL CONSTANTIN CARATHEODORY 
IN AACHEN In MUNCHEN. 
94. BAND 





BERLIN 
VERLAG VON JULIUS SPRINGER 
1925 











Inhalt des vierundneunzigsten Bandes. 
(In alphabetischer Ordnung.) 


Gael Ween Ss nc 68 8 Oo Re ee SOR Se eee wee ae eee 
Alexandroff, P., in Moskau. Zur Begriindung der n-dimensionalen mengen- 
Ghecuetneen Tee wt ee he hee 8 8 
Brandt, H., in Aachen. Die Hauptklassen in der Kompositionstheorie der 
quaterniren quadratischen Formen ....+..+ ++ +e eee eee 
Brandt, H., in Aachen. Uber die Komponierbarkeit quaternirer quadratischer 
Se eee ee eee ee ee ee ee a a ee 
Brinkmann, H. W., in Cambridge (Mass. U.S.A.). Einstein spaces which are 
mapped conformally on each other . .......+-+-++0++ee8 
Fischer, E., in Kéln. Uber absolute Irreduzibilitét. (Aus einem Briefe an 
i ND tao a 0h hee 6.8 > > eee eee ee eee 
Friesecke, H., in Berlin. Vehtextibestengune, Richtungsiibertragung, Metrik 
Hausdorff, F., in Bonn. Zum Hiélderschen Satz iiber (xz). .......-. 


Koschmieder, L., in Breslau. Uber zwei bei der Variation der Doppelintegrale 
auftretende Invarianten 


. * 6 8.28 


» 6-6 © 2 4 8 es 6 €. 2 F.9 oe. 2 a eat 2 ee 


166 


179 


119 


163 


. 101 


244 


Krahn, E., in Géttingen. Uber eine von Rayleigh formulierte Minimaleigenschaft © 


et See 3. 6 4 sk AW Oe oe eR Le eee ee eee 


Miintz, Ch. H., in Berlin-Nikolassee. Die Lésung des Plateauschen Problems 
ee ee ee ee 
Ostrowski, A., in Géttingen. Zum Hélderschen Satz iiber (zr) ...... 
Priifer, H., in Jena. Neue Begiiindung der algebiaischen Zahlentheorie . 
Razmadzé, A., in Tiflis (Georgien). Sur les solutions discontinues dans le 
enloul Ges WarleMlemS 0 w wc sect cee eee rae sccoeses 
Thomsen, G., in Karlsruhe. Uber die Auswertung der Quantenintegrale fiir den 
CE TEs. 0 es 6 6s 0:6. RL bee eee 
Urysohnf, P. Uber die Miachtigkeit der zusammenhingenden Mengen. . 
Urysohn +, P. Zum Metrisationsproblem ........-26++6+see85 


Berichtigung zu der Arbeit von R. Lauffer: ,,Analytische Kurvenpaare“ in Band 93, 
8. 230—243 


é+¢coess 4.2 Pe. 6st. e 2: 2 ee we. 8 SS 2 Oe Se eS eee 











Sur les solutions discontinues dans le caleul des 
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Introduction. 


Soit f(x,y, y’) une fonction des trois variables qui est continue, 
ainsi que ses dérivées partielles jusqu’é celles du troisiéme ordre, tant 
que le point (x,y) reste dans une région connexe du plan R et pour 
y 


= d = 2 WD 
toutes les valeurs finies de y’ = q Soit encore donné l’ensemble Jt des 
= z 


courbes continues, joignant Jes deux points donnés P,(2z,,y,) et P, (2, y2) 
qui satisfont aux conditions connues de régularité (continuité, existence 
des dérivées, etc.) et qui sont situées 4 l’intérieur de la région R. 
Le probléme général du calcul des variations peut étre formulé ainsi: 
Parmi les courbes de l’ensemble M en trouver une telle que V’intégrale 


Zs 


J=Jf(z,y,y’)dzx 
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prise le long de cette courbe ait une valeur plus petite ou plus grande 
que le long de toute autre courbe de cet ensemble. 
On sait que les extrémales satisfont 4 l’équation d’Euler 


d 


= fy = 9. 


En outre si la courbe continue cherchée est anguleuse, les directions des 
tangentes aux points anguleux vérifient les deux relations suivantes: 


. , ‘sn ; af , ~L or 9 
f( Xo» Yor Yo) — Yo fy (La Yor Yo) = f( Lo» Yor Yo) — Foy (Lor Yor Yo) 
fy’ (20> Yor Yo) = fy (Los Yor Yo)» 
y, et 9 étant les coefficients angulaires des tangentes aux deux arcs 


d’extrémale au point (z,, y,) o ces arcs se rejoignent. 


Mais il y a des problémes of aucune courbe continue ne rend l’inté- 
grale minimum tandis qu’il existe des courbes discontinues, c’est-a-dire 
présentant des sauts brusques, qui fournissent un vrai minimum de l’inté- 
grale dans un sens bien déterminé. West de ces solutions discontinues 
que nous allons nous occuper dans ce travail. Pour bien comprendre le 
probléme, prenons l'exemple bien connu de Weierstrass: 

Soit & trouver la valeur minimum de Il intégrale 

+1 

J=jaz*y"dz 

-1 
prise le long d’une courbe continue, joignant les deux points P, et P, 
de coordonnées (— 1, a), (1,5); @ étant distinct de 5. [I] n’existe aucune 
extrémale continue joignant les deux points P, et P,. Mais la limite in- 
férieure de J’intégrale J est égale a zéro. En effet, en désignant par ¢ 
une constante, envisageons la fonction: 


arctg — 
a-r b b —@ , M3 
y= - =f — 


9 ' 9 1 
arctg - 
ad - 


La courbe représentée par cette équation passe par les deux points P, et 
P,. Quand on met 4 la place de y la fonction précédente, on obtient le 
résultat suivant: 
2 
(b-—a 
J < §(b—a) ? 


2 arctg : 


Done J sera aussi petit que l’on voudra si & est pris lui-méme assez 
petit. La limite inférieure de l’intégrale est donc bien nulle. Mais d’autre 
part quelle que soit la courbe continue joignant les deux points P, et P,, 


ma 
les 
dis 
rés 
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la valeur de l’intégrale J prise suivant cette courbe ne peut étre nulle. 
On en conclut que le probléme proposé n’admet pas de solution continue. 


Mais quand & tend vers zéro, on a a la limite 


y=a z<0Q, 

y=b z>0, 
a+b 

cede: | z=/(). 


C’est cette fonction discontinue qui fournit pour l’intégrale de Weierstrass 
la valeur minimum zéro. On voit donc que pour le probléme de Weierstrass 
l’extrémale est discontinue et présente un point de discontinuité de premiére 
espéce., 


En général, quand le probléme donné n’admet pas de solution con- 
tinue, vu la nature de la fonction f, il y a lieu d’élargir l’énoncé du 
probléme par l’introduction de courbes discontinues ayant des points de 
discontinuité de premiére espéce. Ces solutions seront dites solutions dis- 
continues *). 

Le but de ce travail est de trouver pour le probléme donné I’ex- 
trémale discontinue ayant un point de discontinuité de premiére espéce, 
qui passe par deux points donnés P, et P, et de déterminer les conditions 
nécessaires et suffisantes de |’extremum pour ces solutions. Mais pour que 
cette généralisation ait un sens et une raison, les extrémales discontinues 
doivent étre d’une nature spéciale: 


La courbe discontinue ayant x point de discontinuité de premiére 
espéce est la limite d’une suite de courbes continues. Appelons courbes 
@approximation les courbes continues qui tendent vers |’extrémale discon- 
tinue. Comparons lintégrale J prise le long de l’extrémale discontinue 
& la méme intégrale prise le long des courbes d’approximation. Jl ne 
suffit pas de s’assurer que la premiére intégrale soit plus petite que les 
derniéres, il faut encore que parmi celles-ci il y en ait qui s’approchent 
autant qu’on veut de la premiére. Ce n’est que des courbes de ce genre- 
l&4 que nous tenons compte comme courbes de comparaison continues. 
Nous les appelons courbes d’approximation admissibles. Par exemple pour 
le probléme de la moindre distance nous verrons (page 11) qu’il n’existe 


1) On a l’habitude, dans Je calcul des variations, d’appeler discontinues les extré- 
males continues & points anguleux. Cette dénomination qui a passé dans presque tous 
les traités ne nous semble plus tenable du moment qu’on introduit de vraies courbes 
discontinues. C’est pourquoi nous préférons appeler anguleuses ces extrémales en 
réservant le nom de solutions discontinues aux ndtres. 

1* 
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pas de courbes d’approximation admissibles et par conséquent pour ce 
probléme les solutions discontinues n’ont pas de sens. Pour le probléme 
de Weierstrass la condition énoncée est satisfaite, c’est pourquoi les 
solutions discontinues y ont un sens. 


Nous diviserons ’exposé en deux parties. Dans la premiére partie 
nous développerons les conditions nécessaires pour le minimum. La seconde 
partie sera consacrée aux conditions suffisantes. A la fin de cet exposé, 
nous donnerons deux exemples de ce genre de problémes. II ne sera question 
dans la suite que du premier des deux extrema, minimum et maximum. 


Je dois & M. E. Vessiot quelques remarques trés précieuses au point 
de vue de la rigueur de certaines notions. Je lui adresse ma reconnais- 
sance respectueuse. 

e suis profondément reconnaisant 4 M. O. Blumen ui a été le 

J fond t isant 4 M. O. Bl thal té | 
premier & s’intéresser & mes recherches exposées dans ce travail. Il m’a 
donné des conseils trés précieux pour le travail. Je suis heureux de lui 
adresser mes plus affectueux remerciements. 


I. Conditions nécessaires. 
A. Conditions du premier ordre. 


1. Nous prenons l’équation générale des courbes discontinues sous 
la forme 
y=y(2), 232352 
ot la fonction y(x) présente dans l’intervalle (z,,2,) un point de dis- 
continuité de premiére espéce x = 2,. Dans les intervalles 


- 
%S7< 2%, %<tS%, 


elle est continue, aucune des tangentes n’est paralléle & l’axe des y, et 
le coefficient angulaire y’(z) reste toujours borné. 


La courbe représentée par l’équation y= y(2z) se compose de deux 
arcs de courbes continues telles que P, R,, &, P,, qui ne se rejoignent 
pas (fig. 1); la valeur de y qui correspond a l’abscisse x, du point de 
discontinuité peut étre quelconque, parce qu’elle n’influe nullement sur la 
valeur de l’intégrale prise le long de la courbe correspondante. Nous 
appelons les points ot a lieu la rupture de ces courbes continues: points 
de rupture. 


L’intégrale 


J f(x, yx), y'(x)) dx 





pe 
gl 
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prise le long d'une courbe discontinue est la somme de deux intégrales 


J f(x, y(x), y'(x))dx+ f f(x, y(x), y’(x)) dx. 
Zz Zo 


Dans chaque intervalle partiel y(z) est continue et y’(x) est bornée; 
par conséquent Vintégrale a une valeur finie. Nous écrirons cette inté- 
grale Jg en indiquant la courbe © le long de laquelle elle est prise. 

Dans la théorie figurent en outre des courbes continues dont nous 
déterminerons la forme dans le n° suivant. 


2. Définissons maintenant le voisinage de |’extrémale discontinue, 
dans lequel doivent étre situées toute autre courbe discontinue analogue 
et toutes les courbes continues de comparaison joignant les deux points 
donnés P, (z,, y,), Ps(%, Y,)- 


Soit 
&, Y = Yo(2) 


= ¥,(z) %,S2< 2X 


= 9, (2) %<2S2%, 


l’équation de |’extrémale discontinue du probléme; z= 2, le point de 
discontinuité; R, (2, ¥,), Ro (2, J) ses points de rupture. Considérons 
le trait brisé P,R,R,P, composé 
des deux arcs continus P, R,, R, P, 
de notre extrémale et du segment 
vertical R,R,. Formons un do- 
maine tel qu’é chacun de ses points 
(z, y) correspond un point (z°, y°) 
du trait brisé dont la distance a 
(x, y) soit plus petite qu’une quan- 
tité donnée g. Ainsi nous formons 
la région R, ombrée sur la figure, 
dans laquelle doit étre située toute 
courbe continue de comparaison et 











toute courbe discontinue analogue ayant les points de rupture dans les 
cercles de rayon o décrit autour des points R,, R, et joignant les points 
extrémes P,, P,. 


Nous pouvons maintenant déterminer la forme des courbes continues 
de comparaison d’une fagon précise. 

Soit €(P, KK P,) une courbe discontinue quelconque de la région R? 
joignant les deux points extrémes P,,P,. K, K étant ses points de 
rupture et Z, leur abscisse commune. 
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La forme des courbes en question est celle des courbes continues de 
la région R, joignant les mémes points extrémes et se rapprochant de 
plus en plus de la ligne brisée P, K K P, de sorte qu’aucune des tangentes 
ne soit paralléle a l’axe des x. Nous dirons briévement que ces courbes 
tendent vers ©. 

Soit 

y (2) 


Péquation d’une courbe pareille 2,, choisissons une succession de nombres 
positifs «, décroissant et tendant vers zéro. Il est facile de voir d’aprés 
la définition mentionnée tout & Pheure que la dérivée m,(2) n’est pas 


bornée dans l’intervalle (Z,— «,, %,+-¢,) lorsque n tend vers l’infini. 


L’arc de la courbe 4, dans l’intervalle (%, — ¢,, Z,-+ ¢,) joue le réle 
prépondérant pour la détermination des formes possibles de la fonction f 


correspondant au probléme a résoudre. Nous appellerons cet arc la chute 


n? 


de la courbe 4,. 


2»*, Les méthodes du calcul des variations ne nous permettent d’ad- 
mettre comme courbes de comparaison continues que des courbes qui vérifient 
la condition analogue 4 celle mentionnée pour les courbes d’approximation 
dans |’Introduction. C’est-a-dire, soit {2,} un ensemble de courbes continues 
de la région R, tendant vers une courbe discontinue © quelconque de la 
méme région. (En particulier la courbe € est l’extrémale ©, lorsque {1, } 
est un ensemble de courbes d’approximation.) II s’agit de trouver un mini- 
mum dans le champ de tous les ensembles {4,} et des courbes discontinues 
correspondantes € telles que l’intégrale J prise suivant A, s’approche autant 
qu’on veut de la valeur de la méme intégrale prise suivant la ligne €. 
Ce ne sont que des courbes 4, de ce genre et des courbes discontinues € 
correspondantes que nous admettons comme courbes de comparaison. Nous 
les appelons courbes de comparaison admissibles. 


Nous dirons done que la ligne discontinue ©, fournit un minimum 
relati{ de Vintégrale J, si la valeur de cette intégrale, prise suivant la 
ligne ©, est plus petite que pour toute autre courbe discontinue analogue 
admissible ou toute courbe continue admissible joignant les deux points 
donnés P, et P, et située tout entiére dans la région R,. 


De cette définition on déduit la premiére condition 4 laquelle doit 
satisfaire la ligne ©,. 

Pour que la ligne ©, donne un minimum relatif de l’intégrale J il 
est nécessaire que les arcs P,R,, R,P, soient des courbes extrémales 
(courbes d’Euler) vérifiant toutes les conditions du minimum ordinaire. 





mn 
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3. Nous allons tout d’abord résoudre la question fondamentale: 


Sous quelle condition Vintégrale J prise suivant la courbe dapprozi- 
mation peut-elle approcher autant qu'on veut de la valeur de la méme 
intégrale prise suivant Vextrémale ©,. 


Soit {2,} ensemble des courbes d’approximation admissibles et 
y = 0, \ 7) 
l’équation de la courbe 4,. Dés lors on a 


(1) lim 4 J, = lim (J, — Je,) = 0, 


n> @ nan? @ 


ou bien 


ZT. zZ, 
lim f f(x, a(x), w,(x))dx =f f(x, py (x), vi (x)) dz. 
n> @ z, z, 

Soit en outre (z,—e«,, z+ ¢,) Tintervalle de la chute et 
K(%— 5 Yet), K(%+&,, Jo +7) les points de la courbe 4, cor- 
respondant aux abscisses x, — ¢,, 2%, ,« Joignons les points P,, K et 
K,P, par les courbes extrémales voisines P,K, KP, (fig. 9, n° 26). 
Il est évident que la courbe L,(P, KK P,) formée de ces deux arcs et 
ayant la méme chute est une courbe d’approximation. Donec a|’ensemble {A, } 
correspond l’ensemble {L,} ainsi formé. 


! » 
ot € 


Pour que les méthodes du calcul des variations svient applicables 
dans le cas du probléme & résoudre, nous devons nécessairement admettre 
que pour le minimum on doive avoir 4 la fois 


J, ~ Ja, > de, ~ de SO, 


An a4 
c’est-a-dire, au point de vue de la recherche des conditions nécesexires et 


suffisantes il faut que les deux champs {/,} et {Z,} soient équivalents. 


Appelons y=, (x) l’équation de la courbe L,. En tenant compte 
des derniéres inégalités et de l’équation (1) on en déduit la condition 
suivante nécessaire pour que le probléme posé soit résoluble 

lim (Jz, — Je.) 


(2) n>@ 


Ty IZ, 
= lim Cf f(a, %(X), Pa(x)) da — f f(x, Po(x), ps(x)) dx] = 0. 
nro @, a 

Donec si {4,} est un ensemble de courbes d’approximation admissibles, 

“ns 
ensemble correspondant {L,} doit étre également admissible. 

D’autre part, si 7 est un nombre positif arbitrairement petit les 
deux courbes DL, et ©, & partir d’une certaine valeur de m auront entre 
elles en detors de lintervalle (2,—e., 2,+e,) un voisinage d’ordre 1 

0 n 0 ni 
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défini par ce nombre 7.7) C’est-d-dire @ un nombre positif n aussi petit 
quil soit on peut faire correspondre un autre nombre entier N tel que 
pour n> N on ait 


(» 19,(2)— Po(%)|< 0, |oa(z)—93(2)| <0 


pourvu que x appartienne a@ l’intervalle (x,,x,—«,) ou @ (2+ &,, 2). 


Cela posé, nous allons démontrer que la condition mentionnée ci-dessus 
équivaut & la suivante: 

Dintégrale J prise suivant la chute de la courbe dapproximation 
admissible dott tendre vers zéro. 


Il est aisé de voir que cette condition est suffisante. Démontrons 
qu’elle est aussi nécessaire. 
Considérons |’intégrale J prise suivant la chute de la courbe 4,. Comme 
la courbe LZ, a la méme chute, par suite on peut écrire 
z+ tn 
f(z, w, (x), wo, (2)) dz 
Zo tn 
it, Z2 
=f f(z, P, (2), P,(z)) dx — Sri L, Po(X), Po (x)) dz 
Zz, TZ, 
to — tn 


— J [f(x, p(x), Ph (x)) — F(z, G(x), po (z))) dx 


z 


r, 


f (f(z, p, (2), Pa(z)) — F(z, Me (x), Po(z))| dz 


z+ tn 
Sot fn 
+ J f(x, Po (x), p(x)) dz, 
z tn 
d’ou vient 
Zt tn 
| J f(z, @, (2), wf (x)) dz} 
#, eam Z, 
<\JS F(z, p, (2), pa(z)) dx — J f(x, yy (x), vy (x)) dz! 
2, * 
2,— tn 
+| JS (f(x, pa(2), 9. (2)) — f(@, Po(x)s 96 (z))] dx| 
Zz, 
2, 
+} J (f(x, pplz), ph (x)) — F(x, M(x), 95 (x))] dx| 
Zo— tn 


Zt tn 
+ f f( 2, Po (x), o(x)) dz}. 
Zo tn 





*) Hadamard, Legons sur le calcul des variations, p. 49. 
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D’aprés les inégalités (7) et l’équation (2), chaque terme du second 
membre sera aussi petit qu’on voudra pour m assez grand. Il en sera de 
méme du premier membre c’est-a-dire 


Zo t+ x 


A) lim f f(z, w, (2), wf (z))dx=0, 


RP ® Be — fy 


et notre proposition est démontrée. 


Considérons maintenant |’ensemble {1,} des courbes continues tendant 
vers une courbe discontinue quelconque € de la région R,. 

D’une fagon analogue on peut démontrer que la condition nécessaire 
et suffisante pour que les courbes {4,} et la courbe correspondante € 
soient admissibles est la suivante: 


Zo ft tn 
(A) lim f f(x, @, (x), w1,(2)) dx = 0, 
n>~ Z— tn 
ol y=@, (zx) est l’équation de la courbe 1, et x = Z%, le point de dis- 
continuité de la courbe @. 


4. On voit donc que la question de l’existence des courbes con- 
tinues admissibles se raméne 4 celle des courbes discontinues admissibles, 
c’est-a-dire 4 l’existence des valeurs de %, pour lesquelles la condition 
fondamentale (A) est satisfaite (points de discontinuité admissibles). 

Il y a deux cas 4 distinguer. Ou la condition (A) peut étre satisfaite 
pour un ensemble continu de valeurs de Z,, ou bien il n’y a que des valeurs 
*) Par exemple pour le probléme que nous donnons 4 la fin 
de notre travail 


isolées de Z,. 


z, 
Ssin(yy’) dx 
2; 
Vabscisse Z, du point de discontinuité admissible est absolument arbitraire, 
tandis que pour le probléme de Weierstrass, il n'y a qu’un seul point de 
discontinuité admissible %, = 0. 
Il y a avantage & exprimer ce raisonnement sous forme géométrique. 
Les points de rupture des courbes discontinues admissibles doivent se 
trouver das deux cercles de rayon g décrit autour des points de rupture 
R,, -t, de Vextrémale &,. 
Dans le premier cas (cas général), nous allons résoudre le probléme 
posé lorsque chaque couple de points ayant la méme abscisse, situés 4 
*) On peut s’assurer qu'il n'y a que ces deux cas 4 distinguer, au moins en 
soumettant la fonction f aux conditions connues de régularité. 
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lintérieur de ces cercles peut servir de points de rupture d’une courbe 
discontinue admissible‘). 

Dans le second cas (cas exceptionnel) les points de rupture en restant 
toujours dans les mémes cercles sont tous situés sur la droite r= z, 
qui passe par les points de rupture R,, R, de G,. 


4s, Il est peu probable qu’on puisse trouver une régle générale 
permettant de reconnaitre dans quels cas la condition (A) pourrait étre 
vérifiée. On peut indiquer des régles d’une application de plus en plus 
étendue mais pas de régle générale. 

Voici quelques-unes de ces régles. 


La condition (A) est vérifiée pour toutes les valeurs Z, dans les cas 
sutvants : 


1°. Lorsque la valeur absolue de la fonction f pour toutes les va- 
leurs de x,y, y' de la région R reste toujours inférieure a un nombre M. 
Ainsi par exemple sont les problémes 


Zz 


z, 
G ( a . , 
f S%)9) dz. fr x,y) siny’dz, 
(1+y’*)* i 

Zz, 


z, 


oi G(z,y), F(x,y) sont des fonctions bornées dans la région R; k est 
un nombre positif. 


; : . — . 1 
2°. Lorsque en chaque point d’une droite de coefficient angulaire — 
on a 
' M 
{\<=+> 
' ef 


& étant un nombre positif inférieur 4 l’unité. 
Tel est le cas des problémes 


Z, 3 Zs . , 
f F(z,y,y')Vi+ty "dz, J F(a,y,y’)(y''—y't)dz 
z 2; 
F(x,y,y') étant une fonction bornée dans la région de régularité R. 


*) Il y a cependant des cas ot les deux points de rupture ne peuvent pas varier 
indépendamment l’un de |’autre, mais ou ils sont liés par une relation. On peut le 
voir par l’exemple du probléme 


4) 
J f(y, y’) dz. 
zy 


f(y, y’) étant un rclynéme far rapport & y’ et une fonction impaire de y, 
c’est -& - dire 

f(-y.y)=—fly, 9’). 
Cette remarque s’applique aussi au cas exceptionnel. 
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3°. Dans le cas particulier 


f= p(x, y)(ay’*+ by’+c), 


ou a,b,c sont des constantes; p(2z,y) étant borné. Pour z constant 


appartenant a un certain intervalle (f,,&,), m(2,y) change de signe au 
moins deux fois. 


Tel est le probléme 
z, 
f (Ay? + By+ C)(ay’*+ by’+c)dz. 
2; 
La chute admissible existe lorsque B® — 4 AC > 0; elle n’existe pas lors- 


que B*°—4AC<0. 


On peut enfin donner une condition générale pour que l’existence des 
courbes continues admissibles soit impossible. Faisons la transformation 


z=/Y, y= X. 
Alors on aura 


dy 1 
dx dY 
dX 
et 
Zt tn Yor 4 
. , i Maen ban ee 
f(z, y, y')dz= Yf\¥,X, 57) aX, 
t)— en Yor 


ou y¥, +7, J, +7 sont les ordonnées des extrémités de la chute d’une 
courbe d’approximation. 

La différence entre les limites de l’intégrale du second membre tend 
vers 7, — Y - Une pareille forme de l’intégrale nous permet trés souvent 
de constater si l’équation (A) pourra étre vérifiée. Par exemple, si la 
fonction y’¢( oF 7 ) en gardant un signe constant dépasse une certaine 


limite presque partout dans l’intervalle d’intégration, l’équation (A) ne 
peut étre satisfaite. Ainsi sont les problémes 


fiiry dz, Sys Vit+y"da 


5. Conditions fondamentales. Nous avons dit au n° 2* qu’une solution 
discontinue du probléme 4 résoudre se cbmpose de deux arcs de courbes 
extrémales (courbes d’Euler). Il faut en outre que certaines conditions 
soient vérifiées aux points de rupture. Pour les obtenir, nous allons 
montrer qu’il suffit de comparer l’extrémale ©, 4 toute autre courbe 
discontinue admissible de la région R,. 
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En effet, soit {4,} un ensemble de courbes continues admissibles 
tendant vers une courbe discontinue € de la région R,. Supposons d’abord 
que © est différente de ©. En appliquant la définition du minimum, nous 
devons avoir 


(3) AJ,=J,-J, 20, AJ=J;—J,20. 


Mais d’autre part 4J, peut étre écrit ainsi: 
(4) 4d, = Jg— Je + (Jz, — J)- 


L’expression entre parenthéses du second membre tend vers zéro. Par 
conséquent le signe de 4J, pour m suffisamment grand est déterminé par 
le signe de la différence J; —J, , c’est-d-dire, pour n suffisamment grand 
la premiére inégalité (3) est une conséquence de la seconde et vice versa 
la seconde est aussi une conséquence de la premiére. C.Q.F. D. 

Donec au point de vue de la recherche des conditions nécessaires du 
minimum le champ des courbes continues admissibles, tant que nous 
laissons de cété les courbes d’approximation, équivaut 4 celui des courbes 
discontinues admissibles. 


Comparons maintenant l’intégrale J prise suivant |’extrémale discon- 
tinue ©, & la méme intégrale J prise suivant une courbe discontinue ana- 
logue €. Plagons-nous d’abord dans le cas général. 

Soit 


ty y = p(x) ae oS: 


l= = “3 
Péquation de la courbe ©, K et K sont ses points de rupture. 
Soient 
2 y=7n(z), 2 y=7j(z) 
deux courbes quelconques, qui joignent: la premiére les points R, et K 
et la seconde les points R, et K (fig. 2). 

Imaginons qu’on déforme |’are d’in- 
od tégration ©, d’une facgon continue & par- 
tir de la position initiale P, R, R,P,, 
les origines P, et P, restant fixes, de 
facon que R, et ,, ayant toujours la 
méme abscisse, se déplacent respec- 
y tivement sur { et YL. On peut passer 

de ©, & € par cette déformation con- 
J Z tinue. Désignons une fois pour toutes 
Fig. 2. par y;,, J, les coefficients angulaires des 
tangentes en R, et R, a l’extrémale €,. 


) 
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D’aprés les formules générales, on aura pour ce déplacement infiniment petit 


b Je, = e( f(x, + 0, Yo> Io) = f( 2%» ey 0, Yo: Yo) pa V6 fy (Xo + 0, Jos Io) 
+ 4% fy (Xo — 0, Yo. Yo) + Ii’ (Xo) fy (Xo +0, %, Io) 
— n' (2%) fy (2% — 0, Yo» Yo)}- 
Mais les courbes 2 et 2 sont absolument arbitraires et par consé- 
quent 7’(x) et 7'(z) sont aussi arbitraires. D’aprés cela, et en tenant 
compte de la continuité de la fonction f et de ses dérivées, on peut 
ramener la condition nécessaire pour le minimum aux trois équations 
suivantes: 
f(y; Yo» Yo) —_ f( Xp, Yo» Io): 
I fy (Zor Yor Yo) = 9, 
fy (%o> Yos ¥,) = 0. 


Prenons maintenant le cas exceptionnel. Alors, comme nous |’avons 
déja dit, les courbes discontinues de comparaison ont leurs points de rupture 
sur la méme ordonnée x = x, que ceux de l’extrémale discontinue €,. 


Soient K (x, yp +7), K (2, J + 7%) les points de rupture de la ligne 
de comparaison admissible P, KK P,. En raisonnant comme tout a l’heure, 
on aura l’expression suivante de la variation de l’intégrale J 


bJ = 0: fy (Xo Yo» Yo) + 7j-fy (%» Ho» Io): 


Elle devra étre nulle, quels que soient 7, %. On en déduit deux équations 
correspondant au cas exceptionnel 


I’ fy’ (%q» Yo» Y) = 0, fy'( Zo» Vos Io) =0. 


C’est la condition fondamentale (A) déterminant l’abscisse x, du point de 
discontinuité admissible qui remplace la premiére des trois équations fon- 
damentales I dans le cas exceptionnel considéré. 


6. Les équations fondamentales I ont été obtenues sans tenir compte 
des courbes d’approximation comme courbes de comparaison. 

D’autre part, la courbe ©, étant déterminée d’aprés les conditions 
initiales et les équations I, soit {4,} l'ensemble des courbes tendant vers &, 
et fournissant 4 l’intégrale J des valeurs aussi prés qu’on veut de Jg,. 
Pour assurer que ©, est une solution discontinue du probléme et que par 
conséquent {4,} est un ensemble de courbes d’approximation, il faut que 
la courbe ©, vérifie en outre la condition du premier ordre obtenue au 
moyen de |’inégalité 


(5) AJ, =di,—IJe,> 0. 


° 
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Nous allons montrer que cette inégalité entraine d’abord les mémes 
équations I et qu’elle nous donne en outre quelques conditions supplé- 
mentaires. 

En effet, soit AR, la continuation de la courbe 
extrémale R,P, & gauche du point R,. Considérons 
la courbe 4(P, AA, P,) formée de l’are P,A de la 
courbe extrémale P, R,, de la chute admissible AA, et 
de Tare Ak, P,. Cette courbe tend vers ©, lorsque 
56, e tendent simultanément vers zéro (fig. 3a). D’autre 
part on peut rendre la différence J, — Jg, aussi petite 
qu’on voudra, Par conséquent cette courbe vérifie les 





deux conditions —...‘'ionnées ci-dessus. 
if La com,araison nous donne 
Fig. 3a. AJ=J, — Jeg, = Jai — Jap + (Sik, — Jpr,)- 
Mais 


lim Ja 4 = U . 


560 


Par conséquent & chaqi? ¢ on peut toujours faire correspondre 6 de telle 
maniére qu’on ait 


Jai anes Jap < Se”. 


Alors le signe de 4J dépend du signe de la différence entre paren- 
théses. Par suite pour que 4J soit positif il faut que pour ¢ suffisamment 
petit on ait 


PR, 


Tix, —Jpr,= f (f(x, H(z), Hf(x)) — fF (#, Yy(z), yg (x))|da SO. 


En considérant d’une facon analogue les courbes 
représentées par la figure 3b on aura 


zr 
J (f(x, y, (2), yg (x)) — f(x, 9, (x), Hf(x)) | dx =O. 
Zo 

Mais pour que les deux derniéres inégalités aient 
lieu il faut qu’en faisant passer z par la valeur z, en 
croissant la fonction 





f(x, ¥y(x), yf (x)) — f(x, Fo(x), Ho (z)) 


Fig. 3b. 


passe du négatif au positif. 
On conclut de li que cette fonction doit s’annuler pour z= 7z,, 
cest-a-dire qu’on doit avoir 
-/ r\ ° , = 
f (ys Yoo Yo) — F(X» Ho» Vo) = 0. 


Cest la premiére condition I. 
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Pour démontrer les deux derniéres équations I nous construisons les 
courbes de comparaison de la maniére suivante: 

Sur la ligne R, R, nous prenons le point A(2,,¥,—) et Je joignons 
au point P, par la courbe extrémale voisine P, A. ls 
Considérons la courbe 1(P,AA P,) formée de l’are Re 
P,A, de la chute admissible AA et de l’arc ~} 
AP, de la courbe extrémale R, P, (fig. 3c). Si 
6, tendent simultanément vers zéro la courbe 4 % 
tendra vers ©. D’autre part J, peut étre aussi 
proche qu’on veut de Jg,. 





€ 
A 


La comparaison nous donne 
AJ=J, — €, = Jp,4— Jp,r, + (Jaa — JR,i)- Ry \A 


Comme ci-dessus on peut établir la correspon- 


dance entre 6 et e de telle maniére qu’on ait me Be. 


Jaa — IR,A\<e 


Mais 


ra ’ ° 
Jpi4 a Jp, R, = € fy’ (Xo» Yo. Yo) + Ae*. 
En tenant compte de ces formules, la différence 4J s’écrira ainsi 
f vy a 
Ad = fy’ (%s Yo. Yo) + Be*, 


A, B étant des quantités qui conservent des valeurs finies. 


Or « peut étre positif ou négatif, par conséquent pour que 4J soit 
positif il faut qu’on ait 


, 
fy’ (Zo> Yos Yo) = 0. 
D’une maniére analogue on peut démontrer la nécessité de l’équation 
—- =f 
fy’ (Xo; Yo» Yo) =0. 


Nous avons donc retrouvé les équations I. 


7. Reprenons Vinégalité (5) et soit {4,} un ensemble de courbes 
d’approximation. Alors d’aprés la formule connue du calcul des varia- 
tions’) et en tenant compte des équations I, on doit avoir 

Zoten 
6) AJ, =d, —Je,= f f (2, Wy (x), wy (x) da — Ze, f(y. Yos Yo) + En (&) > 9, 
Zo~*n 
ol y=, (x) est Péquation de la courbe /, et (¢,) est ume quantité 
tendant vers zéro avec «¢,. 


5) Bolza, Vorlesungen iiber Variationsrechnung (Leipzig, Teubner, 1909), p. 44, 45. 
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L’inégalité (6) est absolument générale. Elle est difficilement appli- 
cable dans la pratique, puisque nous ne savons rien en général sur la 
nature de l’infiniment petit 

Zot tn 
f(x, w, (x), wy(x)) dz. 
Zo—*n 

La maniére dont cette intégrale dépend de «, est totalement inconnue. 
Elle peut étre de différents ordres par rapport & ¢, suivant le caractére 
de Ja fonction f et de w,(z). 

L’inégalité (6) n’est au fond que lénoncé de la question des con- 
ditions nécessaires et suffisantes dans le champ des courbes d’approxi- 
mation. 

Mais dans un cas assez étendu, 4 savoir lorsque la limite de l’ex- 
pression 


Zot nan 


] : 
lim f [ f(x, @, (2), wi (x)) da \ 
noo (2% J j 


existe ou si cette limite est infiniment grande, on peut en déduire des 
conditions nécessaires précises. Pour les obienir divisons les deux membres 
de la derniére inégalité par 2, et passons ensuite a la limite, on aura la 
condition suivante 

tT t+*n 
(B) lim : f(x, @y(x), wy (x))dz| > (2, Yos Yo)- 


ze 
a->@ a 
Zo—tn 


C’est cette condition qui est nécessaire pour le minimum dans le cas 
considéré. 


On peut la préciser encore, dans un cas intéressant, 4 savoir lorsque 
le probléme 4 résoudre admet des chutes coupant le segment de rupture 
R, R, sous un angle arbitraire, le point d’intersection K étant quelconque 
sur ce segment*). Cela a lieu par exemple pour les problémes 1°, 2°, 3° 
du n° 4>!s, 


Pour obtenir la condition cherchée prenons le cas du probléme 1°: 
{|< M. 
Considérons le champ des valeurs de y, y’ 


YoSyY¥Sy%, yy’ quelconque. 


*) Ce cas m’a été signalé par deux lettres de M. Vessiot datées du 29 novembre 
et du 3 décembre 1924. La remarque avait été suggérée & M. Vessiot par une note 
de M. Paul Lévy (Comptes rendus de Académie des Sciences de Paris, 17 novembre 
1924). 
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Soient y,, y, des valeurs arbitraires de y, y’ dans le champ. Nous 
allons démontrer que l’inégalité fondamentale (B) entrainera l’inégalité 
suivante 

— oe . . r\ 
f( 2, Yy> Ye f\ 2%; Yo» Yo) 


En effet, menons par le point K(z,, y,) une ligne CD de coefficient 
angulaire y,;. Soit ¢,=6,-+ 4°. En introduisant la chute ACKDB ayant 


les points extrémes A, B sur les arcs de |’extrémale €,, 





“pan ms A Ro 
on aura d’aprés la formule de la moyenne de |’in- 
tégrale 
Zt tn 
Pp ae . ‘ F . , " = 
f f(a, wm, (x), @, (2) dx= 26.1 Loo Yu» Ye) 74 K, 6, ‘ Ke 1D 
Zo tn 
‘ c 
dou lon tire i 
Zot tn 
L , ie : , 
lim 7 f(x, Gy (x), _(x)) dx} = f( 2, Yus Ye) Ez 
arene? « 1 3 Bi 8 
. on a) Dn or es 
P 4 f s* 2 
et par conséquent la condition (B) nous donne on on 
- ae Fig. 4. 
\ B, / Zy> Yx> Y;) < 1\%, Yo» Yy 


Donec f(x,, y, y’) dott avoir pour 4 y,., y'=y" ou pour y= 
\%, YY , yi Y=%:, ¥ =Y po 7 Yo» 
y'=¥y' la plus petite valeur dans le champ considéré**), 

Nous avons supposé |f|< M. Mais la démonstration est analogue 
pour les autres problémes du cas considéré. 


Remarque. Il est facile de voir que le raisonnement précédent 
ne s’applique qu’au cas ot le point K se trouve sur le segment R,R,. 
Autrement les courbes 4, ne tendent pas vers |’extrémale discontinue €,. 


Exemple. Probléme de Weierstrass: 


+1 
fay? dz. 
-} 


On a ici le cas exceptionnel, parce que la condition (A) n’est satisfaite 
que pour Z, = 0. 
Les conditions fondamentales I’ pour les solutions discontinues ont 
pour expression 
x?y’=0, 2*7’ = 0. 


®*) Cette condition appartient 4 M. Vessiot. Nous l’appellerons condition de 
M. Vessiot. 


Mathematische Annalen. 94. ~ 
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Donc, l’extrémale discontinue se compose de deux segments de paralléles 
&’ Ox: y=a, y=b, ayant les points de rupture R,(0,a), R,(0, db). 


prer 
On peut prendre pour la chute d'une courbe continue admissible la Ce 1 
droite joignant deux points K (—«,a), K (e, b) de l’extrémale discontinue. 
En effet, l’intégrale J prise le long de cette droite prend la forme l’iné 
liad ) 1 4 h , 
| = : dz +) prok 
Ds 6 ? 
‘ du | 
expression qui tend vers zéro 
De plus on peut s’assurer trés facilement que la condition (6) ou (B) exp! 
est satisfaite au sens strict. 
en | 
8. Nous admettons d’aprés ce qui a été dit a la fin du n° 2°, 
que les conditions nécessaires du minimum ordinaire soient vérifiées: avo 
1°. Les conditions de Legendre et de Jacobi pour les ares P, R, et R, P, 
fy y U, ly v 0, 
, ; 
Ty : el o> Xo Le “o> 
au sens strict, Ze et z. étant les abscisses des foyers R, et Kt, conju- poir 
gués des points R, et A, sur les arcs P,R, et RK, P, respectivement. 
0 0 1 0 044 ces 
2°. La condition de Weierstrass pour les mémes arcs sati 
E(x, Y, (2), y,, (2), Pp Us Bi2 ij, (x), Wo (x ‘ p 4 - 
Posons dans ces inégalités x= 2,. Alors d’aprés les deux derniéres 
équations I on aura Se 
/ “o> Yo> P = / “o> Yo: Yo ? / Ky Yo> Pp I\ Xo, Yo> Yo “5 ull 
ore : ; , . une 
Donc pour le minimum il est nécessaire que les fonctions f(x, y,, P), 
f(2y, J), p) aient des minim iabsolus pour les valeurs p = yy), p = jj, c’est- 
a-dire nous avons retrouvé la condition (B,) pour deux valeurs particu- 
liéres de y,: Y, = Yo: Ye = Yo: La 
9. Deux champs de courbes continues. D’aprés ce qui précéde nous par 
sommes amenés a distinguer deux champs de courbes continues admissibles 
de comparaison outre celui des courbes discontinues analogues. p 
d 
1°. Le champ des courbes continues tendant vers les courbes dis- dér 
continues de comparaison. on 
2°. Le champ des courbes continues tendant vers l’extrémale dis- 
continue (courbes d’approximation 
s_* ° . » 
Désignons ces deux champs par %,, %, respectivement et celui des Po: 


courbes discontinues analogues par %,. 
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Au point de vue des conditions qu’on obtient en annulant la variation 
premiére les deux champs %,, %, nous ont donné les mémes résultats. 
Ce sont les équations fondamentales I. 

Mais le champ @, nous a fourni d’autres conditions encore, 4 savoir 
Vinégalité (6). 

On voit done que le réle de ces deux champs dans la résolution du 
probléme posé est analogue a celui du champ de la variation faible et 
du champ de la variation forte pour le probléme ordinaire. 

Ajoutons maintenant aux champs %,, #, le champ %,. Alors on peut 
exprimer ce qui précéde de Ja maniére suivante: 

Pour que le minimum soit réalisé au champ §, + %, il faut qu’il 
en soit de méme au champ §, + ¥- 

C’est des conditions du minimum dans ce dernier champ que nous 


avons tout d’abord a nous occuper dans ce qui va suivre. 


B. Les autres conditions nécessaires du minimum. 
Signification des conditions fondamentales I. 


10. Prolongeons les extrémales P, R, et &, P, la premiére a droite du 


point R, et Vautre & gauche du point R,. Soit X et X deux points sur 
ces courbes et x leur abscisse commune, qul 








. . 9° 8 y 
satisfait a Vinégalité 
RA, x 
|x — £ | Q- le 
. ° . ~ le 
Nous pouvons considérer la courbe P, X X P, ; a 
; : : / A, 
fig. 3) comme une courbe de comparaison. : 2 
L’intégrale J prise le long de cette courbe est ine 
3 Fig. 5 
une fonction de zx: 
z Zs 
J(x)=J f(x, yo (x), yo (a) da +) f(x, Ho (x), Ho(x)) dz. 
2) z 
La fonction J(x) doit avoir sa plus petite valeur au point z= 2, et 
par conséquent J (z,)=0, J (x) 20. Mais 
‘ . P \ 
J (x)= (2%, Yo(X), Yo (2X) f(a, Ho(x), Ho (x)). 
. . *,* * . ‘ , , “fe . 
D’aprés les conditions I, légalité J (2, UW est vérifiée. Pour avoir la 


” . . “or . *s , . 
dérivée J (x,) du second ordre, il suffit de différentier la derniére équation, 


ce qui donne 


aot oe . ’ ‘Ves ” . ;, Clarif ” 
J a)- aor Yo\4 fy Yo \*)T, ls Fe\* i Yo (2) Ty: 


Posons x =-2 En vertu des conditions I, il résulte 


0° 
” P 
) 


J (Xo - ‘. YX | P z ‘2 I f,- 
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On en déduit la condition 
II + tl,~-t.7 % f,=%, 


& laquelle doit satisfaire l’extrémale discontinue aux points de rupture. 


11. Les deux derniéres conditions I ou bien les conditions I’ du cas 
exceptionnel 
fy =0, fy=9, 


nous montrent que la ligne R,&, coupe transversalement d’une part la 
branche P, R, et d’autre part la branche &, P, de Yextrémale €,. Mais 
la ligne R, A, n’est pas tangente aux courbes P,R, et AR, P, et par 
conséquent en vertu d’un théoréme connu sur les transversales‘), on peut 
mener par tout point M de cette ligne voisine de R, une s-ule extrémale 
voisine de P, R,, qui est transversale en M & la ligne R,R,. L’ensemble 
de ces derniéres extrémales constitue avec l’extrémale donnée P, R, un 
faisceau & un seul paramétre. 
Soit 


a) y= y(2, a) 


’équation de ce faisceau et a=a, la valeur de a correspondant a |'ex- 
trémale P, R,. D’autre part, le long de la ligne R, R, on a r=—-z 
conséquent 


et par 


0 
ly (Zp, W(X, 2), Wz (Xo, @) = 0. 
Soit Z, le foyer du faisceau (a) sur la branche P,R, et x=—Z, 
l’abscisse correspondante. Alors, en vertu du théoréme connu sur les 
foyers, nous avons la condition suivante nécessaire pour le minimum 


(7) 2, 1lo- 


Différentions la derniére identité. Il en résulte 
(8) fyy Va\ Xo» @) + fyy Yaz\%o» 4) = 9. 


Appelons 4(z,2,) une intégrale de l’équation de Jacobi admettant le 
zero x. On a 


Ya, ay) ai CA (z, Lo)> Waz\t, a pe C4, z, Lo }s 


En posant a = a, dans |’équation (8) nous avons d’aprés les deux derniéres 
équations 
fyy A (Zp, Xo) + fyy A,(%o; Xo) = 0. 


En raisonnant comme tout & Vheure, nous voyons que si %, est le foye 
v 


*) Bolza, Vorlesungen, p. 322. 
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de la ligne R,&, sur la branche A, P, et {, l'abscisse correspondante, 
cette derniére satisfait 4 l’équation analogue 


lyy4 (%q> Io) “T hyy’ A, (2%; Lo) = () 
et l’abscisse x, du point P, doit vérifier linégalité 
= “Ss 
‘ % >To- 

° . _ . e . , P . ° 
Mais il est aisé de voir qu’entre les deux points R, et R, il n’existe 
qu’un foyer, c’est-i-dire que |’équation 

fyy A(@, Lo) t+ fyy 4, (2, %y) = 0 
admet un seul zéro 2 =, dans l’intervalle 7} << 2<2,. Une conclusion 
pareille s’obtiendra pour |’équation 


fyry 4 (2s Xo) + fyy 4, (2%, Xp) = 0. 
Dés lors, la fonction 
, / ‘ , 
9) U(x) = fyy (Xo Yor Yo) 4 (2, %y) + fyy (Zor Yor Yo) 4, (2%, Xo) 


conserve un signe constant dans lintervalle r,<2<2,. Il en est de 


méme pour la fonction 


(9) U (x fyry (%o» Yor Jo) 4 (X, Xo) + hy y (Xs Hos Jo) 4, (Zs 2) 
dans l’intervalle 
%SrZty 


11", Les points X,,X, constituent le seul couple de foyers de l’ex- 
trémale discontinue ©, dans le cas exceptionnel. 

Donec, les raisonnements de ce n° nous ont donné d’une part les deux 
conditions nécessaires du minimum pour les extrémités P,, P, dans le cas 
général] et d’autre part la théorie compléte des foyers pour le cas excep- 
tionnel. 

On peut maintenant trouver des conditions suffisantes dans le cas 
exceptionnel. En effet, lorsque les conditions (7) et (7) sont vérifiées au 
sens strict, l’extrémale discontinue ©, peut étre toujours entourée par un 
champ des extrémales discontinues ayant les points de rupture sur la 
droite «=.2,. Les deux branches de ces extrémales ne sont pas liées 
entre elles. Ce sont deux groupes différents d’extrémales continues 
coupant transversalement la droite =—z,. Par suite, le théoréme de 
Weierstrass aura lieu et nous pouvons écrire 


AJ = f E(x, 9, p(x, 9), y’)dz. 


Done la condition suffisante dans le cas exceptionnel s’exprimera 
ainsi : 
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1J est essentiellement positif lorsque 
E(xz,y,p(x,y),p)>9 


pour tout point du champ et pour toute valeur de p distincte de p. 


Le probléme du minimum dans le champ %, pour le cas exceptionnel 
est donc résolu. Nous nous placerons désormais dans le cas général. 


12. En utilisant la notion de transversalité on peut formuler aisément 
la solution du probléme: 

Trouver une extrémale discontinue passant par deux points donnés 
P, et P,. 

Considérons une famille 9 de droites x = Z, paralléles 4 l’axe des y 
et passant par les abscisses admissibles Z, entre z, et x,. Menons par les 
points P, et P, des extrémales coupant transversalement ces droites. Un 
systéme de deux transversales 4 une méme ligne + = Z, forme une courbe 
discontinue admissible. Proposons-nous maintenant de déterminer dans 
cette famille une courbe discontinue de fagon que la fonction f soit con- 
tinue le long de cette courbe. Il est aisé de voir que le probléme posé 
admet en général des solutions discontinues parce que nous avons en effet 
cing équations & cing variables (n° 20). Si une telle courbe existe, 
elle sera la solution discontinue. Si elle n’existe pas, les sclutions discon- 
tinues sont impossibles. 


C. Théorie des foyers. 


13. Il se pose tout d’abord la question: Sous queile condition un 
nouveau couple de points de rupture R(x, y), R(x, 7) veisins des points 
Ro (%» Yo)» Ro(%os Jo) peut-il servir de points de rupture d’une solution 
discontinue ? 


En ces deux points doivent étre vérifiées les équations simultanées 


| f(x, 9, 9’) —f(z,y,y’) =0 
(I’) fy (z,y,y')=0 

| fy (x, 9, 9’) =0, 
oi y’, 9’ est le couple des directions nouvelles. 


Nous avons done un systéme de trois équations 4 cinq variables, 
par conséquent parmi ces variables il y a deux qui sont arbitraires. 
Supposons que ce sont z,y, les coordonnées du point R. Ces équations 
sont vérifiées par le systéme des valeurs 


—= » 7 , , 
t=TZp, Y= YM%)> ¥Y = Yo = Yo» , = %> 
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par suite elles feront connaitre le second point & de rupture et le couple 
des directions nouvelles, si le jacobien 


0(f-f. fy» fy) 
a SS ee ee 
e(y,y,¥) 


n’est pas nul pour le systéme précédent. En désignant par J, la valeur 
de J pour ce systéme on aura 


| fy . 0, fury | 
| : 
J, - fy’s ly vy’? 0 
| fy’: 0 , ly Uo | £2. V=Vo. V=Vo 


V'=VoV'=Vo- 
Or 


‘ (fy’ do 0, (Tyo 0, 
par consequent 
I= ty (%o» Yoo Yo yy lyy 

En tenant compte de la condition de Legendre nous obtenons le 
résultat suivant: 

Pour que la détermination de jj, y’, ij’ ne soit possible que d’une 
seule mantére il faut que 
fy \%o Yo» I, )- 0. 

Si nous prenons les coordonnées du point R comme arbitraires, nous 
obtiendrons la condition analogue 


rf. ; 
fy (%o> Yor Yo) FO- 

Or nous verrens plus tard qu’au point de vue du minimum ces deux 
conditions sont identiques et qu’elles sont étroitement liées avec la con- 
dition II. 

‘ ° P ° , a 

Prenons maintenant le cas contraire lorsque les équations I entrainent 


(10) (fyo=9, (fy) =9- 
Supposons en général que le couple R, & se déplace a partir de sa 
position initiale R,, R,. Alors de la premiére équation I’ on tire 


oy dy _ 


(fey Voix feo lyo Sx = 0. 


Dans le cas considéré (10) cette formule se réduit a 
, ft : 
/,| To» Yo» Yo ) 4 I, | Xo. Yo» Yo )= 0. 


C’est la condition nécessaire pour que, dans le cas (10), les points de 
rupture R, R voisins de R,, R, et le couple des nouvelles directions 
existent. Mais, bien entendu, la correspondance entre les points associés 
R, RK nest pas univoqgue ici, méme elle peut étre arbitraire. 
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On voit done que la fonction f, définit le caractére du probléme 
posé dans le cas général (n° 4), & savoir: 


La correspondance entre les points de rupture associés R, R respec- 
tivement voisins de R,, h, est univoque lorsque (f, 


yo FO ou (fydo* 0. 
La correspondance entre ces deux points n'est pas univogue et elle 
: = ic ‘ 

peut étre méme arbitraire lorsque (fy y= (fyo = 0- *) 


Nous résoudrons notre probléme complétement pour le premier cas. 
Le deuxiéme cas, comme novus le verrons plus tard, peut étre obtenu 
comme cas particulier. 

Done nous supposerons désormais 


11) fy, (a> Jor We) +O. 


Revenons maintenant aux équations I’. Soient 
(12) y=F(z,y), y=pl(z,y), 9 —Dp(r, y) 
leurs solutions. Ces trois fonctions sont uniformes et continues ainsi que 
leurs dérivées partielles du premier ordre tant que le point R reste dans 
un petit cercle décrit autour du point R,. Pour rx =2,, y=y, on aura 
/ a . ) Th wn . 
Yo . PF Xs Yo ), Yo +? Xo» Yo ? Yo code o> Yo 
Par conséquent lorsque le point R décrit une courbe I passant par 
le point R,,*) le point correspondant A décrit une autre courbe I" pas- 
0 I I 
sant par le point R,. 


14. Soient comme toujours P,, P, les extrémités de l’extrémale dis- 
continue €, distincts des deux points %,,%,du n° 11. Entourons main- 
tenant la branche P, R, par le faisceau des extrémales issues du point P,. 
Soit 
(a) y=y(z,@ 

Péquation de ce faisceau et «a, la valeur de « pour la branche P, R,. 

Le lieu géométrique des points de rupture R sur le faisceau (a) se 
détermine 4 l’aide de l’équation 
(13) fy (x, y(x,«@), y’ (x, @))=0. 

Cette équation est vérifiée par le systéme des valeurs 
Zax Zq, = he. 
*) On voit facilement le lien entre ces résultats et la condition (B,) de M. Vessiot. 


*) Cette courbe peut étre arbitraire parce que la condition de Legendre est 
vérifiée au sens strict. 
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La dérivée D du premier membre de |’équation précédente par rap- 
port & « est 
D= fyyYat fy Yaz, 
ou d’aprés la formule (9) 
Do = [D ems, a=a,, = CU(2,). 
En tenant compte des résultats que nous venons d’obtenir au n° 11, il vient 
Do +0 
et par conséquent nous pouvons résoudre |’équations (13) par rapport a « 
dans le domaine de z= 2,, a=«a,. Désignons cette solution par 
a=a(z). 
Portons cette valeur dans la formule («), nous aurons |’équation du lieu 
géomét:ique dont nous avons parlé plus haut 
7 y= y(xz,a(xz))=y(z). 


D’aprés ce qui précéde cette courbe est distincte de la droite x = zx, 
et par conséquent la courbe correspondante I" que nous allons obtenir est 
aussi distincte de la méme droite *°), 


En portant cette valeur de y dans la premiére formule (12) on aura 
’équation de la courbe I’ que décrira le point correspondant R 


r ¥ = F(z, y(z)) =y (2). 
Le couple des nouvelles directions se détermine & l’aide des équations 
y’ = p(x, y(x)), y' = p(x, y(2)). 

Menons maintenant par les points de I" les courbes extrémales de 
coefficients angulaires p(x, y(z)). L’ensemble de ces extrémales constitue 
avec l’arc R,P, un faisceau & un seul paramétre. Soit 
(a ) y = 9 (x, @) 

Péquation de ce faisceau et 
& = &(zx) 
la valeur de @ le long de la courbe I’. Alors nous avons les identités 


Y¥=9(xz,@(x))=—y (xz), ¥ = p(x, y(x)) =F, (x, &(zx)). 


Toutes ces valeurs de y, 7, y’, 7’ en fonction de 2 vérifient identique- 
, . , 
ment les équations I. 


°) La coincidence n’a lieu que lorsque le faisceau («) est issu du point Z,. 
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On aura donc pour les courbes I’, J’ ainsi construites les trois 
identités suivantes 


f(x, y(x,«(x)), y, (x, @(x))) — f(x, 9(x,&(zx)), ij, (x, &(x))) = 0 
(14) fy (x, y(x,a(x)), y,(x,a(x))) = 0 


fy (x, 9 (x, &(x)), 7, (x, @(x))) = 0. 


Appelons courbes conjuguées les courbes I’, I” pour lesquelles ces 
trois équations sont toutes vérifiées. Le foyer du faisceau («) sur l’arc 
P, R, tant P,(2x,), désignons le foyer du faisceau correspondant (@) sur 
are R,P, par P*(2x;). Ces deux points correspondant aux courbes con- 
juguées I" et I" seront dits eux-mémes conjugués. 


Il s’agit tout d’abord de trouver la relation qui lie P, et PY. 


15. Supposons done que les courbes [et I’ soient conjuguées. Alors 
les fonctions correspondantes «(z) et &(x) satisfont aux trois équations (14) 
identiquement. Mais dans ce cas le déterminant fonctionnel 


a( 2, a, a) 


é(f i; fy, fy’) 


s’'annule aussi identiquement pour « = a(x), @ = &(x), c’est-a-dire 


a z G , 9 | 

2cr-7), Z£r-A. Z(r-A | 

os / So » | ( 

az ly > @a fy , sal | ates 
| 

a= “oe @ =x | 





En calculant les dérivées dans cette relation, il résulte 


lg + Gale — bn — Gols fy Yas fy iia 
fy» fyw Ya + fy'y Yor, UV =U, 
fy, 0, low Ye + fyy Yas 


d’ot l'on tire 
(fe+ Yely — fe — Yaly) fov Yat fyy Yeo) (fyy Ve + fyy Yea) 
— (fyy We fy v Vas) fy Ya 1 (fyw Yo 1 fy y' Yar) fy Ya = 0, 
ou bien 
(15) {[(fe-4 Yely) fy fy | Ya + (fet Ysly) fyy Yas} (fyy Wz + fyy Yea) 


i {((fs + ¥slydiyy — fylijat(fs t Gely) fyy Yas} (fy'y Yo + fy w Yea) =9. 
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Mais nous avons 
f Ya(Xq,%) =CA(x,2,), YalXo, &) = CA(z,, 2%), 
\ Yas (Zo, %) = CA, (2%, 2,), Yar (Xo, %) = C4, (x, 2 z*), 


(4) 


oi 4 et A ont le méme sens qu’au n° 11. 


Portons les valeurs « = «,, @ = &, =z, dans |’équation (15), nous 
aurons 


(15°) {[(fe + ¥ofy) fv — fr) 4 (%o» &) + (fe + Yofy) fu'v 4e(%o» %)} 
< (fyry 4 (aq, 2f) + fyy 4e (Xo, 2P)) 
— {[(fe + Yo fy) fy — fy)} A (o> 23) + (fe + Yoly) fry 4e(%o» 22} 
(fy'y 4 (2%, 2) + fyry 4e(%o, Z,)) = 0. 

D’aprés ce qui a été dit au n° 11, l’expression 

I(x, ) U0 (2 3*) = (fyry 4 (2. 21) + fy'y 4e(2o» 2,)) (Fry 4 (o> 23°) 

+ fyy 42(%, @?)) 

n’est pas identiquement zéro. En divisant les deux membres de (15’) par 
cette expression, nous ramenons cette équation 4 la forme suivante 


(Pet, by) Lyry — 13) 4 (00 24) + (Fa +6 fy) fyrye Se (00) 
fyy 4 (20> 1 )+fyy 4, (2, 2) 


- (fet Thy fury fy) 4 (01 28) + (hy + Hoh hry Se (@o 28) 





(16) 


ty y 4 (%o, 2?) +fyy de (9, 2") 


C’est la relation cherchée qui lie les abscisses x, et z* des points conjugués. 


Nous pouvons déduire de l’équation précédente des résultats intéres- 
sants. Le premier membre de l’équation (16) est constant lorsque 
f,(%o> Yor Yo) = 9, et par conséquent si cette équation est vérifiée, le se- 
cond membre est aussi constant, ce qui n’est possible que lorsque 


fy (%o» Yor Yo) = 9. Moyennant ces données l’équation (16) se réduit a 
Péquation 


f.(%o> Yor Yo) — fe(Zo» Vo» 9) = 90, 


déja trouvée au n° 13. Elle exprime comme nous |’avons vu, la con- 
dition nécessaire pour que les solutions discontinues voisines soient pos- 
sibles dans ce cas. D’autre part elle ne contient ni z,, ni zf. Par 
conséquent dans le cas considéré [f,(2,, 4%), ¥4) = 0] les deux points ar- 
bitraires de l’extrémale €, peuvent étre considérés comme conjugués. Or 
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nous avons laissé de cété ce cas (formule (11)), et nous supposerons 
désormais comme toujours qu’on a 


fy(%o» Yor Yo) #9, fy (o> Hor Yo) + 9- 


16. Considérons maintenant l’invariant 


pat Me fy harp F914 (aon 80) + et UE fy gry Se tor) 
™ fyy 4 (Zo, 2) + fy y 42» 2) ; 





Il est facile de montrer que cet invariant n’est que tgg, py étant langle 
que fait avec l’axe des x la tangente a la courbe 


A y=f\z,y(z,a(z)), y, a(x))) 
au point z=2z,. De méme l’invariant 


(het RA yy —Fyl4 (zy 28) + (fe t+ fe) by y 4e %,» 22) 


A(z,,2 *)4 
i 





T 


fyy ly y’ 42 0’ “3? 


est égal & tg, GF étant langle que fait avec l’axe des x la tangente 
la courbe 


A y= f(z, ¥(2z, @(x)), ¥,(2, &(2x))) 
au point r= z,. 

En résumant, on déduit de l’équation (16) que les courbes I, I" 
sont conjuguées lorsque les courbes correspondantes A .1 sont tangentes 
au point z = 2). 


Il est aisé de voir que la fonction 7'(2,) croit avec x,. En effet, 


dT _ k* fy: fyy’ (Xo, Yo» Yo) 





dz, (fy y 4 (m0, 21) + hy y 42 (Xo z,))°’ 


ou & est une quantité différente de zéro. D’aprés la condition de Legendre 


dT ons ‘ ‘ 
on a iz >0, et notre proposition est démontrée. 

az, 

Par un calcul tout pareil au précédent, on trouve que 7 croit aussi 
avec z/. Par conséquent 2z,* est une fonction croissante de z, 
ry = O(z,). 


. * . , 
Mais pour les valeurs 2, et z,, qui correspondent aux points Ry et Ry, 
la fonction 7'(z, ) prend la méme valeur f, +- yot,- Quant 4 la fonction 7'(2z;*), 
elle prend la méme valeur /. + yof, pour les valeurs x, et Z; de x, cor- 
respondant aux points k,, Kk, 
Soit H,(h,) le point de l’arc Ry R, vour lequel T= /, + yof,; alors 
les points H, et &, sont conjugués. Soit H,(h,) le point de larc 
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oid * ’ . . 
RR pour lequel 7 = f, + yof,; alors les points H,(h,) et R, sont aussi 
conjugués. Mais xf est une fonction croissante de z,; par conséquent 








T(x.) = T'(h, — 9); y fg 
T(x) = T(h, +0). , Rs 
Il en est de méme pour la fonction l , 
I'(27): RS %, 
T(x.) = T(h, + 0); l = 
T (Z%) = T(h, — 0). Fig. 6. 


D’aprés ce qui précéde, on conclut done que si le point P, se déplace 
sur l’are Rj H,, son foyer conjugué se déplace sur l’arc H,Ro et si le 
point P, décrit are H,R,, son foyer conjugué décrit l’are KR, H, (Fig. 6). 

On voit done que la fonction ®(z,) est discontinue au point A,. 

17. Supposons maintenant que le point P, coincide avec le point PY 
conjugué du point initial P,. Nous allons alors démontrer que la solu- 
tion discontinue ©, avec les extrémités P,, P* ne peut pas fournir un 
minimum strict de Vintégrale J. 

Soit I’, J’ les courbes conjuguées correspondant aux points conjugués 
PF. 

Soit en outre 


E y = g(x) 


lenveloppe des extrémales du faisceau (@) du n° 14 qui touche |’extré- 
male donnée ©, au point P,(P,"). Suivons la courbe Z dans un sens tel 
que la direction correspondante de la tangente soit celle de la tangente 
en P, & lextrémale ©. Alors le long de l’enveloppe on aura 


(17) 9,(@,&@)=g'(z). 


Cela posé, prenons deux points R(z, y(x)), R(x, ¥(x)) ayant la 
méme abscisse x. Ajoutons 4 l’are P, R du faisceau (@) Pare RP du 
faisceau (@), P étant le point de contact de cet arc avec l’enveloppe £. 
Il est aisé de voir d’aprés les équations (14) que ces deux arcs forment 
une solution discontinue voisine. On peut done constituer un faisceau 
d’extrémales discontinues aux paramétres a et & dont €, fait partie 
pour les valeurs particuliéres a, et @. 

Considérons maintenant lintégrale J prise le long de la courbe 
L(P,REPmP,) formée de cette extrémale discontinue et de l’arc 
Pm P, de Venveloppe Z. II est évident que cette intégrale prise le long 
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de l’arc P, R est la fonction W(x, y) de Hamilton des coordonnées du 
point R. Quant aux intégrales Jgp, Jp,p, elles auront pour expressions: 


z, 
Jrp =) f(t, H(t, @(x)), F(t, @(x)) dt, Ipmp Sf f(x, g(x), 9’ (a) dz, 


=z 
— étant labscisse du point P est une fonction continue de z. 
Mais 


2. ae aa 
dz ax | Y \%) cy i = fy’ 7 2 (x) fy’ 
dJ ; 
Jzp ” ie ae , dé 
= [+9 fly +f é,9(€,@(2z)), 7.(§, @(2))) 5, 
tJ pmP, ‘ dé 


f.é,g(&), g (é) 


dz 


En additionnant membre 4 membre ces équations et en tenant compte 
ensuite des équations (14) et (17), il vient 


~ 0, ou Jr == const. 


Or pour z= 2, la courbe L se réduit a © 


par conséquent 


don di C.Q. F.D. 


Supposons maintenant que le foyer P, ou P; du faisceau (@) est 
ordinaire, c’est-a-dire que les extrémales de ce faisceau ne passent pas 
par le point P,. Alors on peut remplacer l’'arc PmP, de lenveloppe 
par un are de la courbe extrémale joignant les points extrémes P, P,. 
La ligne L ainsi déduite de Z donnera & J une valeur plus petite que ©,. 


On voit maintenant immédiatement que l'extrémale ©, cesse de 
° ae ’ . * 
fournir un minimum de I intégrale J quand le point P, est au dela de P, 
Par conséquent la condition nécessaire du minimum est 


Il t<7,. 


2 l 
D'aprés cela et d’aprés ce qui a été dit au r° 15 on peut s’assurer 
trés facilement que dans le cas f, = f, = 0 lintégrale J ne peut pas avoir, 
en général, de minimum strict. 
De plus on déduit le fait suivant: 


18. Si Torigine P, se trouve entre R, et H, Vir. -grale J n’a pas de 
minimum. 

En effet, supposons d’abord que P, soit différent de R,. Alors tout 
point P de l’are H,R,, suffisamment voisin de H, a son point conjugué 
sur Jt, H, voisin de ,,. Nous aurons done au moins deux points conjugués 
situés entre les extrémités P, et P, de l’extrémale ©, 


et par conséquent 
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on peut démontrer qu’il existe des chemins donnant 4 l’intégrale J une 
valeur plus petite que J¢,, c’est ce que nous ferons, voir ci-dessous (n° 19). 
On arrive bien simplement aux mémes conclusions si le point P, coincide 
avec f,, parce que nous aurons de méme le point H,, dont le point con- 
jugué est P, entre les extrémités P, et P,. 

D’une maniére générale, ce que nous venons de dire nous montre que 
dans le cas z,< A, il n’y a pas de minimum. 

Nous pouvons par suite énoncer le théoréme suivant: 


Pour que la courbe ©, rende Vintégrale J minimum, il est nécessatre que 
y ~ 
IV t, 2h. 


Mais, d’aprés ce qui a été dit au n° 11, l’abscisse z, du point P, doit de 
plus vérifier l’inégalité 
(18) x, 


INV 


Lo- 


Il faut démontrer maintenant que ces deux inégalités ne sont pas contra- 
dictoires. Envisageons la fonction 

, 4s (Zo, Z) 

y (x)= fy y’ ‘ 
t ) fyuttyy A(x, 2) 


A, (2%, 2) 


La quantité —""°~—- est une fonction croissante de z et par conséquent 
O\ 2%, 


en vertu de la condition de Legendre il en est de méme de w(x). Mais 
A fire, Az (o> Fo) 
fyy + fy A(&»%o) 0. 
En résumé: pour que les inégalités (IV) et (18) ne soient pas contra- 
dictoires, il suffit de démontrer que y(h,)>0. De l’équation (16) on tire 
- Z Az (2, ho) 
(fety hy) fyy—fylt (fete hy yy a (zones) 
r oro) fF y = 
=, am <a, ee "fy + Yoly- 
fy yt f 4 


‘ww A(x,ho) 
On en déduit 

, ro —IF , Az (2 . hy)\ 3° 
(19) (f, + Yof, wad ae Yor,) \fv'y + fyy’ A la. i)! = fy. 
Mais f,+ 0. En prenant l’inégalité II au sens strict, on en conclut 

y(h,) > 0. 
Et la condition (18) est une conséquence de la condition IV. 
Soit maintenant 
pe he Sper aainee am 
fy yy! fy « A( 0, 

ce qui est possible lorsque le point H, coincide avec X,. On aura f, = 0 


et d’aprés le n° 17 il n’y a pas de minimum strict. Nous n’admettrons 
dans la suite l’inégalité IV vérifiée qu’au sens strict. 
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19. J’ajoute la démonstration de |’existence des chemins donnant 


& l’intégrale J des valeurs inférieures 4 Jg, lorsque la condition IV n’est 
pas vérifiée. Cette démonstration est basée sur le calcul de la différence 
AJ pour un champ spécial de courbes de comparaison. 


Entourons la branche P, R 
P,. Soit 


(20) y 


l’équation de ce faisceau, et 


) du faisceau des extrémales issues du point 


y(z,a 


x y¥=Y(2 


la courbe des points de rupture correspondante. Alors nous avons (n° 14 


(21) fy’ (x, 0(x), p(x, y(z))) =0. 


¥ 


Nd 











Prolongeons la branche R,P, a 

gauche du point &, et menons une 
oite paralléle 4 l’axe des 4 

droite paralléle 4 | des y 


— h ‘ O< h <_o 


r= Zp ep 


Soient R, et S, les points d’inter- 
section de cette droite avec les 
courbes & et £,P,. Nous pre- 


nons comme courbe de comparaison 


la courbe discontinue L,(P,R,S,R,P,) formée de l’extrémale P, R, du 
faisceau (20) et de l’extrémale S, RP, (Fig. 7). Alors on doit avoir 


AJ= Jr, — Je, 0. 


Mais nous pouvons transformer l’intégrale 4J de la facgon suivante 


AJ=f E(x, 9, p(x, 9), 9 


€ 


\da — Sf f(x, n(x), yn’ (x))dzx 


Zo—h 


Zo 
+ J f(x, Ho(x), H(x)) da, 
Zh 


ou © est la courbe continue (P,R,R,) et E la fonction de Weierstrass. 


Mais 


Zz 


. , Po. , > 
J E(x, 9, p(x, 9), y’)dx= J | f(x, y(z), y'(x)) — f(z, y(z), p(x, y(z) 
a! 


¢ Zo 


— (9’(x) — p(x, 9)) fy (x. 9, p(x, 9))| dx, 





| 
| 
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ou d’aprés )’équation (21) 


JS B(x, 9, p(z, 9(2)), 9’)de 
€ 


= J (F(x, 912), 9’(2)) — f(x, 9(2), p(x, 9(2)))| de. 


Zo—h 


On en déduit 


AJ= f (f(x, Ho(x), H(x)) — f(x, 0, p(x, y))] dz. 


Zo—h 

Désignons par B(z) la fonction sous le signe d’intégrale 
B(x) = f(2, ¥o(x), ¥o(x)) — f(x, 9(x), p(x, 9(z))). 

Alors, en tenant compte de la formule de la moyenne, on aura 

(22) AJ=h-B(x,—e), 

e étant une quantité positive <A. D’aprés les formules I 


B(xz,)=0. 


Dans la formule (22) nous pouvons prendre h, et par conséquent ¢, aussi 
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petit que l’on voudra. Mais d’autre part, si l’on développe la fonction 


B(2,—e) suivant les puissances de ¢, on a 


B(a,—e)=e([f,+ %f,— t.- Yoty)+ seals 
En résumé, pour que 4J soit positif, i] faut que l’on ait 
f+ nol, ae f.- Voly= 0. 
Il reste donc seulement & trouver 9. Mais 


) = y(x, @(z)) 
et par conséquent 


‘ ; da 
4) = Y¥z x i Ya dz ’ 
ol a@(az) satisfait évidemment & |’équation 


fy (x, y(x,«(x)), y,(x, @(x))) = 0. 


Pour avoir la dérivée ee , il suffit de différentier la derniére équation, ce 


dz 
qui donne 
, ; da 
fy T (fy'y Ya a 2 fy'y’ Yar) — 0, 
d’ot résulte 
hy’ a fy 
Yz Ya fyyYat Sepa es 


Mathematische Annalen. 94. 3 
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En portant dans cette équation z =z, nous trouvons 





Pon fyw¥o— fy) 4 (20) + fy y 96 4e (> %) 
° fy y 4 (2) Fy) + hy y 4g (% > 2) 
et par suite 
Le a { 4, (2, , 2) 2 
(e+ 95 fy —fe- hy) (fvet lye glee )—Te 


f Az (2,, Zp) 
y'v’ A(x,, 2%) 





f, i Hof, - f.- Wot, wine 
fyy* 
Comme nous l’avons vu au n° 18 la fonction 
, "a a a [ Az (2, Xp) \ 2 
(f+ ¥% ft, — le— Vo ,) Un r fyy 4 (=, %)) —fy 
s’annule pour z =h, (formule 19). 
D’autre part, nous pouvons l’écrire sous la forme 
fyy (fe + vot, —fe— Holy) — fy + (f+ Yol, — fe— Holy) fyw 


A, (2, X) 
4(2z,2%) ° 
Mais c’est une fonction croissante de zx; par conséquent elle est 
négative pour tout point compris entre H, et R;. Au dela de h,, au con- 
traire, elle devient nécessairement positive. 
Considérons maintenant la fonction 
, 4, (2, %) 
fyut+fy WA (2, 2) ° 
En vertu du n° 13 elle est positive dans l’intervalle r,< 2<2,. Mais x 
satisfait 4 l’inégalité 


! 
a >. 
Il en résulte que dans l’intervalle (r,, z,) 
>0O pour z, >h, 
f.+ vf, —f.—Hof,4=9 pour xz, = hy 
-O0 pour xz, <h,. 
Par conséquent d’aprés (22) on en conclut que 
4AJ<0 lorsque 2,<h, 
C.Q. F.D. 
20. Nous allons enfin discuter le probléme qui se pose tout naturelle - 
ment: 


Soient A(é,, 7,) un point assez voisin du point P,(z,, y,) et B(E,, m4) 
un point assez voisin du point P,(z,, y,). Sous quelles conditions peut-on 


joindre ces deux points par une extrémale discontinue? 
Soit 


y = (2, «, B) 
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l’intégrale générale de l’équation d’Euler et soient «= «,, 8 = f, eta=&,, 
8 =, les valeurs particuliéres des paramétres « et § correspondant aux 


deux branches P, R, et R,P, de l’extrémale €, respectivement. 


Pour déterminer les extrémales ayant un seul point de discontinuité 
et joignant deux points donnés A(é,, 7,), B(é,, 7,), on @ comme inconnues : 


1. les valeurs («,f8) et (@, 8) des puramétres correspondant aux deux 
branches de l’extrémale cherchée, et 2. l’abcisse &, du point de discontinuité. 
Nous avons en effet un systéme de cing équations 


n= 9(é,,@, B) 
Ny = % (&, @, B) 
f (Eos P (For > B)s Pa (For &s B)) =F (For P (For & BY» Pe (Eo &, B)) 
fy (Eo» P(Eor & B)» PalEo» % B)) = 0 
fy (Eo» P (For &» B)s Pe (Eos , B)) = 0 
qui sont vérifiées par le systéme des valeurs: 
a=a,, BP=p,, &@&=—&, B=6,, &, = Z- 
Nous pouvons les résoudre par rapport 4 «, 8, @, 8,&, dans le domaine 


des valeurs c—«a,, B= f,, Z=G&, B = B,, &—= 2, si pour ces valeurs 
le déterminant de Jacobi 
D a berths Pe f-f, fy» ty) 
d(a, B, a, B, §,) 


est différent de zéro. En désignant par D, la valeur de D pour a=a,, 
B= B,, €=&, B= Py, &5= 2%, On aura 

















a(f-f) fy 
- 9” ee 
, a(f—f) afy 
Pe, O _——i °F 0 
wi a @(f—f) ofy’ 
(23) D,= 0 > Pas ~~ ’ 0 ’ Ta 
a(f—f) ofy’ 
0 ’ a? = ’ 0 ’ - 
?5 ap ap 
0 0 a(f—f) ofy atv’ §,=s,, §&.=22, o=7o 
. . 0&, , 0&, 7 0&, a=a,, b=, =, B=p. 


Mais nous avons 
a(f—f) 
ee] — fy Pa(Xqs %o» By), 


af, | 
(54) = fy’ y Pa | Xo» Mo» By) + fy'y’ P2a(Xo, o> By), 
8* 
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ae 
(“5 4| = fy Pal%q, %, By), 
afy’ : . . 
(sr), = fy'v Pe (Xo %os Bo) + fy'w Pan (Lo, %, By): 
a(f—f z rn 
[44] - — fy Pa( Xp, &, By), 
(Fr) - lyyPa(%os &, Bo) a fey Faa\%, a, Bo) 
a(f—f)) S 
5 — aplenty 
afy’ ra - > f t 3 
( )= fy'y Pj (%o» %o» Bo) + Ivy Peg (%or Bo» Bo): 
26D) sitar (ete Cle) =t 
&, “0 2 ! Yo u z Yo - 0&, 'o y’ \ 0& 9/5 ” 


En portant ces valeurs dans la formule (23) et en développant le déter- 
minant ainsi formé suivant les deux premiéres colonnes, on aura 


D, =_—_ Pa(2,; Go» B, )pa(%y, @» By) 
f, Pe > fyvPethyy Pez, 9 
Z 3 : | 
— 1, %;% es , ly'y P7 + Ty y Vis 
f. + yor, vt i.- Jot,» f, ; Ts 
4 Pa(z, , o> By) 5 (Xe, Go» Bo) 
f, Pe > fvuPettvv Pee, O | 
| =o » byvget tov Gas 
| &t8fi,-i.-Ri» f, . + 
+ Pp %y,%q, By) Pa (zy, &, Bo) 
fy Pa ’ fy'y Pa a fy'y' Paz; 0 
‘ | = 1, %; ee , lyy Pz + ly v Viz 
| f+wl,—l.—-Kl, f, ae 
— Ppl X,, &, Bo) P; (2, &, By) 
| f, Pa , fy'y Pa "7 fy'y Pas; 0 
al _ [Pa 7. > fyy Part ly Paz 
i, +f, —-t— Khe % me 


D’aprés les formules analogues 4 celles de (4) du n° 15, la derniére 
équation se réduira a 
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D, = — (f+ yor, — Hoh) [fv 4 (x, %) + fy 4,(%,,2%9)] 
< [fy 4 (2, %) + fy 4, (25, %)] 
+ fy 4 (23, %) [fvv 4 (2, t)+fhry A,(2,; %y)] 
— fy A (29, Xo) [fry 4 (21, 2%) + fyry 4, (24, %o))- 
Si nous tenons compte des résultats du n° 15, nous parvenons & |’énoncé 
suivant: 


Pour que la détermination de «, 8, @, f et &, ne soit possible que 
d’une seule maniére, il est nécessaire que les points extrémes P, et P, 
ne soient pas conjugués. 


S’il en est ainsi, on aura une seule extrémale discontinue joignant 


les deux points P, et P,. Pour l’abscisse &, du point de discontinuité 
nous avons 


& = F(é,, m, §, Ng), 


ou F est une fonction’ continue de ces arguments. 


En tenant compte des résultats du n° 13 ceci nous apprend dés lors 
qu'il existe une correspondance univoque entre les points extrémes des 
extrémales discontinues et leurs points de rupture. 


En portant dans l’équation de l’extrémale discontinue joignant les 
deux points A et B 


_fe(z,e,pB) &f2<G, 
le(z,@,p) &<2<Sé 
au lieu de a, 8,@, 8 leurs expressions en fonctions de ¢,, 7,, &, 7, On & 
a { P (2; E15 M1» Sa» Na) 
| B(x; &, my, Sas Me): 


Done l’intégrale J prise le long de cette extrémale de A jusqu’é B est 
une fonction des coordonnées de ces points: 


J=JI(E,, m4, as Ne)- 


(®D) 


Cest l’intégrale du champ des extrémales discontinues ou simplement du 
champ discontinu. 


On tire des équations (®) pour les tangentes p, et p, aux points 
A et B resp. 
Py = P,(E,5 5,5 15 b5, Me) P= ®, (,; E15» Fa» Me): 


Par un calcul facile, on trouve pour les dérivées partielles de J les 
expressions suivantes: 
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oJ 


3g, ~~ (f(E> > Pi) — Pify (Ey i» Ps)); 
aJ 

én, a fy (&, "1> P;); 

aJ 

06, : f(Ss» "a> P,) = Pafy (Ss, Nes Pals 

aJ ; 

On, = fy (&,, Mes Pa): 


Done les dérivées du premier ordre de Vintégrale du champ discontinu 
ont les mémes expressions que celles de Vintéarale du champ continu. 


Il. Conditions suffisantes. 
A. Cas des courbes discontinues de comparaison. 
21. Formules préliminaires. Soit 
(a) y= y (x, «) 


un faisceau quelconque de courbes extrémales pour le probléme donné 
(courbes d’Euler). Dans le domaine du champ des courbes de ce fais- 
ceau la dérivée y,(2,«) est différente de zéro et par conséquent |’équa- 
tion (a) sera résoluble sans ambiguité par rapport 4 @ tant que le point 
(2, y) reste dans le champ. 
Soit 
a= a(z, y) 

cette solution. Alors nous avons 

Qa y’ da_—szd 
ou par y’ nous notons le coefficient angulaire de la tangente 4 l’extrémale 
particuliére qui passe par P(x, y), c’est-a-dire 


, 


y =Yy,(2,a(2z, y)). 


D’aprés les formules (24) nous aurons pour les dérivées partielles 
de y’ les expressions suivantes: 


ox ae 
ou par l’accent nous notons la dérivation par rapport a zx. 

Considérons maintenant le faisceau spécial des extrémales issues d’un 
point fixe P, et entourant l’extrémale donnée P, R,. Notons ce faisceau 


par F(P,). 
D’aprés les formules analogues 4 celles de 4 du n° 15 on aura 


(25) a ee: 


Yar  4elZ, %,) 


Y¥, 4(2,%)° 
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L’intégrale J prise le long d’une de ces extrémales P, P est la fonc- 
tion W(x, y) de Hamilton des coordonnées du point P(z, y). 
Nous avons déja donné les formules des dérivées du premier ordre de W: 
aw ; ow, 
7-={-9 fy’ oy  v: 


Nous nous proposons maintenant de trouver les dérivées du second 
ordre de W. 


On aura 

a 

aw “ee i =e dy’ ay’ i. OF 
det ge f— VW) fe thos — Woe — Wve V fvw oe: 


En tenant compte des formules (25) et de l’équation d’Euler on en déduit 


ow . 2 2 
7 i,-9 i, + Y fyy ty’ fey 


A, (x, 2) 
A(z, 2%) ° 


D’une facon analogue on peut trouver les autres dérivées du second 
ordre 





2 wy 

St — P 4,(2x, 2,) 
zby fy —¥ fyu—Y fy A(z, 2%)’ 
a°w > 1 ¢, 4e(2, %) 
Oy? lyy + tyw Ace z,)* 


Prenons maintenant le faisceau spécial des extrémales passant par 
le point P, et entourant l’extrémale R, P,. Notons ce faisceau par F’(P,). 
On aura des formules analogues 








aw —T aw : 

ae = T+ T Sy: a5 = — Ie: 
a*W . . ax 03 x _'3 z 4 (2%, Lg) 
ax? =—f2t+ 9 fy—9 fyy—J wets a)’ 
2 a , 
ow es * oe: dia 
a ~ fy to flvvt 9 lyy Fas” 

‘ » Xe 

ow a do a a As (x, %) 
oy? ve — le Teo a) 


Cela posé, passons & la recherche des conditions suffisantes. 


22. On peut s’assurer trés facilement que la méthode de Weierstrass 
ne nous donnerait les conditions suffisantes que dans le cas trés particu- 
lier ot les points de rupture de la courbe de comparaison discontinue 
se trouvent sur les courbes conjuguées I’, I. C’est pourquoi nous les 
cherchons par une méthode plus forte, 4 savoir en recourant aux dérivées 
du second ordre des fonctions W et W.**) 


11) Voir Dresden, Transactions of the American Mata. Soc. 1910. 
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Supposons toujours que toutes les conditions du minimum ordinaire 
soient vérifiées au sens strict. Construisons les faisceaux F(P,), F(P,). 
ios Chaque point du cercle R, est joint a P, 
= par une extrémale du premier faisceau et 
—s pareillement chaque point du cercle R, 
‘ est joint 4 P, par une extrémale du second 
3! p  faisceau (Fig. 8). 
eae si Considérons un couple K(2z,y), K(x, #) 
de points de ces deux cercles ayant la 
méme abscisse x. La courbe discontinue € 
eee Soe 2 formée de deux extrémales P, K, K P, 
Fig. 8 de nos faisceaux fournit & l’intégrale J une 
plus petite valeur que toute autre courbe 
discontinue admissible ayant les mémes points de rupture K,K. Par 
conséquent pour trouver les conditions suffisantes il suffit de comparer 
Yintégrale J prise suivant la courbe € 4 la méme intégrale prise suivant 
Yextrémale discontinue €,. 
Mais l’intégrale J prise suivant la courbe © est la somme de deux 
fonctions W et W de Hamilton 


Jg = W(x, y) + W(z, 9). 
Par conséquent on doit avoir 
AJ =Jg — Je, = W(x, y) + W(x, 7) — W(2,, y,) — W(2,, J) > 0 


pour toutes les valeurs de z,y,# suffisamment voisines de z,, y,, J. 
Posons e 
r=%+e, y=y%+8, ¥= 9, + B. 

En développant la somme W-+ W suivant les puissances de «, f, 8 


on aura 
Puls aw ae ow  1/.,0°W a*w 
ss oe he Bo ob. = ig? +2 
aden x +Fs © Fz, , Bs. + 2 \* azz * “Bay 
20° W e, W - ow 20°W) - 
2a emp ae | ate | 
+B dye | axe +2 B 5535, t *B aye / ' % B, B)s, 


ou par («, 8, 8), nous désignons l’ensemble des termes du troisiéme ordre. 
Posons une fois pour toutes 

















=. - w “ wy a°w 
—— gee canoe 
O(a, 6, B)=«a ix - +B axe 
- ow 20° W 
+ 2a “Bry ~ +B 


En tenant compte des formules us pie ‘au premier ordre et 
des conditions fondam:ntales [, on peut montrer que les termes du premier 
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ordre dans le développement de 4J disparaissent et par conséquent on 
peut écrire 


‘ 1 " rs 
(26) AJ = 5% O(a, B, B)+(a, B, B),- 
23. Nous allons maintenant démontrer le théoréme suivant. 


Théoréme. — Si les conditions nécessaires II, III, IV sont vérifiées 
au sens strict, on aura toujours 


O(a, B, B)>0 
pour tout systéme (a, B, 8), sauf bien entendu (0,0, 0). 


Pour la démonstration générale on peut toujours supposer que « + 0. 
En effet, admettons a=0. Alors 


6(0, 8, 8) =p 5 7 +B 


Mais les formules des dérivées du idle 2 de W et W nous 
donnent 


a4 . 








a*w A, (%,%,) 
oy? it fyyt+ fv’ A( (x a} , 
a” oo 


~(f yt fy y’ 4e(He:)) ° 


7 1 (x,, 2) 


En tenant compte du raisonnement du n°11 et des inégalités (7), (7) 
on en déduit 
; a2 Vv ; 2H 
(27) car Seth > 
oo 0% 
D’autre part le systéme (8, 8)+ (0,0), par conséquent on aura toujours 


0(0, 8, B)>0 


Supposons donc «+0. La fonction © est la sommes des deux formes 
quadratiques. D’aprés les inégalités (27) on peut la mettre sous la forme 











suivante: 
aw aw aw - Ww -\* 
( a+) pat seed) 
(28) (a, B, B) = 0% VY ays 1 CE 0%. OPA 
. aw aw 
oye OY 


a2, 0% ' axe aye a \ax, OY 
aw v a*w 
éys oy? 


“aw aw aw J’ aewaw ( ew )’ 
4 dai dys 2 
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Considérons la somme entre parenthéses. En portant les valeurs des 
dérivées secondes dans cette somme on aura d’aprés les notations du n° 16 

















a*w a*w aw )’ aw aw ( aw \’ 








dz? dy? \éxeyn dag 092 \dx, 0% r( ; 
= = = T(zx,) — T(z,). 
ve ? Ww (2,) — P(z,) 
Oye eye 
Nous allons maintenant voir que la quantité 7(2z,)— 7 (2,) teste 


toujours positive lorsque les abscisses des points extrémes P,, P, vérifient 
les conditions III et IV au sens strict: 
<e, >A. 

En effet, d’aprés la théorie du n° 16 on sait que dans ce cas il n’y 
a plus de points conjugués entre les points extrémes P, et P,. Alors 
léquation : 

T(x) — T(%)=0 
pour z>2,, #< 2, est impossible. 

D’autre part la fonction T(x) — 7'(%) est croissante par rapport a z 
et décroissante par rapport 4 Z. Elle est en outre continue dans les 
intervalles définis par les conditions III et IV. Par conséquent elle con- 
serve toujours son signe constant quel que soit le couple des valeurs 
SS%m, BS%- 

Mais pour z>z2, >h, on a 

f+ 40 f, = T(z) >f.+ of, = T(x), 
T(z) —T(z,)>0, 


T(z) —T(%#) >0, wze2,, #3 2%. 
Done nous avons bien 
T(z,)—T(2,)>0. 
Revenons maintenant & |’équation (28). La somme des deux premiers 
termes n’est jamais négative. Appelons cette somme K*. Donc on aura 
O(a, B, 8) =(T(2,)— T(x,))a*+ K* >0 


pour tout systéme (a, 8, 8)+(0,0,0), de sorte que notre théoréme est 
démontré. 


par suite 


d’ot vient 


23%", Reprenons |’équation (26). On peut supposer «, 8, 8 suffisam- 
ment petits pour que l’inégalité 


AJ = Jg — Je,= 5 O(a, Bs B) + (a, B, B), > 0 


soit vérifiée au sens strict. 
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Tout ce qui précéde peut donc se résumer dans |’énoncé suivant: 


L’extrémale discontinue ©, fournit a@ Vintégrale J un minimum fort 
dans le champ %, des courbes discontinues de comparaison si toutes les 
conditions du minimum ordinaire et les conditions I, Il, III, IV sont 
vérifiées (les trois derniéres au sens strict). 


24. Nous pouvons maintenant obtenir pour la différence 


AJ = Jg — Je, 
une limite inférieure. 


Cette équation peut s’écrire en appliquant la formule générale de 
Taylor et poussant le développement jusqu’aux termes du second ordre 


AI = 56 (a, 8, B)= 5 {[P(x,)— T(x,)]0* + KS, 
ou 


T(x,) — T (a) =[T(2,)—T(%))a+00 


Yor d' Bp 
; ¥+0"2 
K= [K]e,+00 , 
Yo tO’ p_ 
Voto" ZB 


c’est-a-dire 2, Yo, J, devant étre remplacés dans les dérivées du second 
ordre par z,+0a, y, +08, 7, +0" 8. 

Mais les dérivées secondes de W et W sont des fonctions continues 
de leurs arguments dans le champ, par conséquent on peut supposer 
«, 8, B suffisamment petits pour que 








- ~ aw aw 
(29) T(x,)— T (2), oyt? «ORE 
aient le signe de 

Z ow ew 
T(z,) — T(z), dy?’ oye’ 


quel que soient les signes de a, f, B. 
Appelons 2g, la plus petite valeur des trois quantités (29). Alors 


on aura 
1 


4J= 9 O(a, B, B) = Jo@*, 
ou e* égal a* dans le cas général (« +0) et égal a la plus grande des 
deux quantités f°, 8” dans le cas particulier (« = 0). 


Done nous pouvons énoncer le résultat suivant: 


St la courbe discontinue de comparaison est assujettie a avoir dans 
le domaine R, les points de rupture K(x,+-«, yp + 8), K (z+, Jp +8), 
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la différence entre Vintégrale J prise suivant cette courbe et la méme 
intégrale prise suivant l’extrémale discontinue ©, a une limite inférieure 
positive: g,e*, e élant une des trois variations «, B, p. 


B. Cas des courbes continues de comparaison. 


25. Champ %,. Comparons |’intégrale J prise suivant la courbe continue 
admissible 1, & la méme intégrale prise suivant |’extrémale discontinue €,. 
Soit © la courbe discontinue de la région R, vers laquelle tend l’en- 
semble {4,}. On aura comme au n° 5: 


(30) AJ, = Jj, _ Je, = Ji — Je, + (Ji, — Jg ). 


Appelons y = y(x) l’équation de la ligne € et y= @, (x) l’équation 
de la courbe i,. Soient en outre K(z,+«¢,y,+/), K(x,+e, 9¥,+ 2) 
les points de rupture de la courbe €. 

Supposons maintenant que le minimum soit réalisé dans le champ %, 
des courbes discontinues de comparaison. Moyennant le théoréme du n° 24 
on aura 


1 ~ « 
Je — Ig, = 7 O(@, BB) > 0. 


> 
Cela posé, l’équation (30) s’écrira de la maniére suivante: 
’ ) 


2, 


AJ, = : O(a, B, B) + f fix, @_(x), @,(x))dax 
2, 


Z. 
— f f(x, ¥(x), 7’ (x))dz. 
cd | 


D’aprés le raisonnement du n° 3 on peut mettre cette équation sous 

la forme 
i. s - Zottn ” ? 
AJ, = 5 O(a, B, B) + ia f(x, @, (2), @a(xz))dx+(e,), 
Zo~*n 

ol %=—2z,+,(e,) est une quantité qui tend vers zéro avec «,. 

Donec la condition suffisante du minimum dans le champ %, s’ex- 
primera ainsi 


Zottn 


(31) 5 O(«,8,8)> —_f f(x, Op (x), of (x) dx + (e,). 


Zo~*n 


Le premier membre de cette inégalité est une constante positive au 
moins égale g,e*; g,, « ayant les mémes significations qu’au n° 24. 
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Quant au second membre il tend vers zéro avec «,. Par conséquent 
on peut trouver un nombre entier N tel qu’on ait 
Btn 


f(%, @_, @,) dx + (én) | < Joe” 


Bom tn 
pourvu que n> WN. 


Ainsi pour des valeurs de n plus grandes que N l’inégalité (31) est 
toujours vérifiée. 


26. Champ %:. Comparons l’intégrale J prise suivant la courbe 
d’approximation 4 la méme intégrale prise suivant l’extrémale discontinue. 

Soit 1, 

y= @,, (x) 
une telle courbe. La fonction w, (2) satisfait 4 l’équation (A). 

Appelons (z,-— ¢,, %-+¢,) inter- 
valle de la chute et K(xz,—e,, ¥,+8), 
K(x,+¢,, J +8) les points de la 
courbe 4, correspondant aux abscisses 
Lo — ns Zp t 8 > e 

Soit P,K Yextrémale du faisceau 
F(P,) et KP, celle du faisceau F'(P,). j= 
Formons la courbe d’approximation # 

L,,(P, KK P,) correspondant 4 /, (n° 8). 

Il est évident que pour trouver = 
les conditions suffisantes dans le champ %, Fig. 9. 

il suffit de comparer l’intégrale J prise 
suivant la courbe L, & la méme intégrale prise suivant ©,. 

Mais 


(32) AJ, = Jz, — Je, = W(X — &s Yo+ B) + Wa + b> Jot B) 
— W(2%, %) — W (25, Yo) 


+ Jf f(x, wa(x), wf (a) da. 


Zo tn 


i) 





En développent la somme W-+ W suivant les puissances de «,, f, 8, 
on aura 


W (x9 — &xs Yo + B) + W (a9 + &n» Jot B) 





y : es aw , aw aw , saw 
= W (2p, Yo) — Vv (Xp; Io) —_ En dx _ en day ~ B aM B 0% 
1/a°w aw aw 2 , aw aw ~  @° W=e) 
so ey fe eee $49 : am a. 
+ 3 (Gaz 8 — 2 Saag, oP + Gye + Gaz +2 aeag, oP + age F) 


+ (Eq. B, B), - 
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L’ensemble des termes du second ordre est précisément 9(—«,, 8, —B). 
Portons les valeurs des dérivées premiéres dans cette formule. Alors, 
moyennant les équations fondamentales I, |’équation (32) s’écrira ainsi 

Zo~*n 
AJ, = J, — Je, = f f(x, Wy (x), wa(x)) dx — Ze, f(t, Yos Yo) 
Zo~*n 


+3 6(—«,, 8, —8). 


Dans le cas considéré ¢, est une quantité essentiellement positive, 
par conséquent d’aprés le théoréme du n° 24, 40 a une limite in- 
férieure g, ¢; 


5 6(- é,> B; — B)=>He 


ou g, est la valeur de la quantité positive T(x,)— T( @,)-. 
On peut maintenant énoncer une condition suffisante pour le minimum 
dans le champ %, : 


AJ,, est essentiellement positif si a partir d’une certaine valeur de n 
on a 


Zt *n 


\ 1 s ™ 
(C) oe, f f( 2, @q(x), Wa (x)) dx > f(xy, Yo. Yo) 


Zo—*n 


pour toute fonction w, (x) satisfaisant a l’équation (A). 


En particulier lorsque la limite du premier membre de cette in- 


égalité existe, on peut exprimer la condition suffisante sous la forme plus 
précise 


(C,) 


1 





: 1 tT. ’ P 
heel ‘re f f(z, w,,(x), Wn (x)) dz} > f( 2, Yo: Y) 


pour toute fonction , (x) satisfaisant a l’équation (A). 


Il y a doute dans le cas ot 


Zi +n 
1 ’ , 
2e, J f(x, w,(%)), On (x) dx — (Xs Yo» Yo) 
Zon 
tend vers zéro par des valeurs qui peuvent étre négatives. Mais si cette 


expression tend vers zéro par des valeurs positives, on peut étre sir que 
AJ sera positif. 
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27. Les résultats des deux n® précédents peuvent se résumer de la 
maniére suivante: 


St la courbe discontinue €, réalise le minimum dans le champ %,, 
elle fournit a Vintégrale J une plus petite valeur 


1°. que toute autre courbe du champ %,, 


2°. que toute autre courbe du champ %, lorsque en outre la con- 
dition (C) est vérifiée. 


D’autre part les courbes d’approximation fournissent 4 l’intégrale J 
des valeurs qui s’approchent autant qu’on veut de Jg,. 

Par conséquent lorsque le minimum est réalisé dans le champ %, et 
lorsque en outre la condition (C) ou (C,) est verifiée on aura les trois 
faits suivants: 


1°. Le minimum de Vintégrale J n’est pas réalisé par une courbe 
continue. ‘ 

2°. Il existe une limite inférieure des valeurs de Vintégrale J dans 
le champ des courbes continues. 

3°. O’est la courbe extrémale discontinue ©, pour laquelle V’intégrale J 
a pour valeur cette limite inférieure. 


Plagons-nous maintenant seulement dans le champ des courbes con- 
tinues. D’aprés ce qui précéde ou voit alors que le réle du champ §, 
des courbes discontinues de comparaison n’est qu’auxiliaire. L’introduction 
du champ §, nous permet de trouver toutes les conditions nécessaires et 
suffisantes pour qu’une limite inférieure des valeurs de l’intégrale J dans 
le champ des courbes continues existe. 

La courbe discontinue ©, est la vraie extrémale discontinue pour le 
champ §,, tandis que pour le champ des courbes continues elle n’est que 
la courbe limite ou limitale fournissant 4 l’intégrale J la valeur de cette 
limite inférieure. 

Donec dans le cas des singularités pareilles aux ndétres on doit traiter 
le probléme du calcul des variations au point de vue de la recherche 
des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une limite inférieure de 
l’intégrale J existe, c’est-d-dire pour qu’une extrémale du champ auxiliaire 
soit une vraie limitale du probléme. 
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Ill. La fonction V. 
28. Dans ce qui préctde on a supposé pour les points de rupture 
f+ vot, — f.— dof, > 0. 
Nous avons maintenant a chercher s’il existe une extrémale dis- 
continue forte dans le cas contraire 


(33) f, + vot, —f.— ol, <9. 

Prolongeons les extrémales P,R, et R,P,: la premiére & droite du 
point R, et Pautre & gauche du point R,. D’aprés les conditions I, nous 
aurons une nouvelle extrémale discontinue ©, (P, R, R, P,). 


Nous allons voir que c’est cette extrémale discontinue qui est forte 
dans le cas (33). 


En effet, en raisonnant comme nous |’avons fait au n° 10, nous avons 
la fonction 


i(2) =f r(x, Hole), ¥el2)) dx +4 Sr (7, Yo(), yo (x) dx 


Z 
ot %, est Pabscisse de P, et Z, celle de P,; x vérifie V’inégalité 


|ja—2z|<e. 
Cette fonction doit avoir sa plus petite valeur pour x=, et par con- 
séquent J’(x,)=0, J” (x,)>0. 
D’aprés les Bon I Pégalité J'(z,) = 0 est vérifiée. La seconde 
condition nous conduit & l’inégalité suivante 


f.+¥of,—fe.—Got,<9. ©.Q.F.D. 


Admettons que les conditions nécessaires pour le minimum ordinaire 


le long des extrémales P, P, et P, P, soient vérifiées, Alors, quand la 
fonction 


V=f,+ vof,—f.— Fol, 
est positive pour L(2z,, ¥5, Jp, ¥4. ¥q), Vextrémale €, est forte tandis que 
lextrémale ©, est faible. Si pour la méme valeur cette fonction est 
négative, l’extrémale ©, est forte et l’extrémale ©, est faible. Il y a doute 


dans le cas V=0. II faut alors considérer les dérivées d’ordre supérieur 
de la fonction J(z) ou bien J(z) au point x = 2. 


IV. Exemples. 


29. Trouver le minimum de Vintégrale 


+1 
J=f(xy’+y)*dz 
=% 
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parmi les courbes admissibles joignant les deux points donnés P,(—1, —1), 
F, (1,1). 
L’équation d’Euler est linéaire en y”, y’: 


zty”+22y’=0. 


Elle admet l’intégrale générale 
y=a+f 


et il y a en outre une extrémale particuliére z= 0. II n’existe donc 
aucune extrémale continue joignant les deux points P, et P,. 
Donc le probléme proposé n’admet pas de solution continue. 
Considérons les solutions discontinues. Nous sommes dans le cas 
exceptionnel, parce qu’il n’y a qu’un seul point de discontinuité admissible 


Z,=0. La condition (A) n’est satisfaite que pour cette valeur de Z,. Les 
équations I’ ont pour expressions: 


a(xy’+y)=0, 
a(xy’+y7)=0. 
D’ot lon tire'*) 
z=Q. 


L’extrémale discontinue cherchée se compose donc de deux segments de 
droites paralléles & axe des z: 


, | 
= 1 0<z < + Rs 

C’est le long de cette courbe discontinue que l’intégrale J atteint sa borne 

inférieure. 


Nous allons maintenant vérifier qu’il y a des courbes continues d’approxi- 
mation 4, admissibles, c’est-a-dire satisfaisant 4 la condition fondamen- 
tale (A). Prenons sur les branches P,R, et RP, de l’extrémale €, les 
points A(—e,—1), B(+ e,+1) et joignons-les par la droite AB. Nous 
formons ainsi la courbe continue d’approximation 4,. L’intégrale J prise 
suivant 4, a pour expression 


+ 


—e£ e 1 
Ji, =faz 4. 5 fe dx+ faz, 
-1 £ 


—€ 
d’ou vient 
: 2e 
J, =2+—. 
An r 3 

12) Nous laissons de cété les équations x y’+y=0, xy’+y7=0, parce qu’elles 

ne nous donnent pas d’extrémales discontinues admissibles. 

Mathematische Annalen. 94. 4 
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Done J;, peut étre aussi prés quon veut de la valeur Jg,— 2, par 
conséquent la condition fondamentale (A) est satisfaite. 
La derniére équation nous montre que J;, reste toujours plus grand 


que Jg.. 


Or nous allons voir que cette derniére propriété de ©, est géné- 
rale, c’est-d-dire Jg, reste toujours plus petite que la méme intégrale J 
prise suivant toute autre courbe continue quelconque joignant les mémes 
points extrémes P,, P,. 

En effet, d’aprés la formule 
b 


2 (B—A)° 
fy dz tra , 





oi A et B sont les ordonnées des points extrémes, on aura 


+1 + 0 +1 


1 
p Pe 12 72 f 2 
fiey’ ty)’ dx =| <9?) az ={ <(y) dx + { [222] dz>2. 
0 


ant —1 -1 








D’autre part, on peut montrer facilement que lintégrale J ne peut 
atteindre la valeur 2 pour une courbe continue admissible, joignant les 
deux points donnés P, et P,. 

Mais nous avons vu ci dessus qu'il y a des courbes continues qui 
fournissent 4 l’intégrale J des valeur aussi proches qu’on veut de 2, donc 


Je, = 2 est la borne inférieure de l’intégrale J. C.Q.F. D. 


Il ne reste pour vérifier la théorie des conditions suffisantes qu’ com- 
parer l’extrémale ©, avec les courbes de comparaison discontinues ana- 
logues. Il est évident que les conditions du n° 11: (7), (7) sont satisfaites 
et par conséquent, on peut prendre pour origines P, et P, des points 
quelconques de l’extrémale €,. 

Admettons que l’extrémale ©, est entourée d’un faisceau d’extrémales 
discontinues analogues. I] est clair que chacune de ces extrémales se 
compose de deux segments de droites paralléles 4 l’axe des x qui ne se 
rejoignent pas. La courbe des points de discontinuité est r= 0. 

Comparons maintenant |’intégrale J prise suivant l’extrémale ©, avec 
les courbes discontinues analogues admissibles, joignant les mémes points 
P, et P,. La fonction E de Weierstrass prise le long d’vne de ces courbes 
discontinues quelconques y = 7(x) a pour expression 


E=(xy' +9) — 9? —299'e = 2*9", 


par conséquent 


+1 
AJ=Jfx*y’*dz, 
-1 
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et la courbe ©, réalise le minimum strict de l’intégrale J dans le champ %, 
des courbes discontinues analogues. 


30. Trouver Pextremum de Vintégrale 
2, 
J= fsin(yy’) dz. 
z, 
L’équation d’Euler prend la forme 
d , 
— 9g, [cosyy’]=0. 
Elle admet l’intégrale générale 


y*=ar+ fp 


et en outre elle nous donne une intégrale singuliére y=. Proposons- 
nous de trouver l’extrémale discontinue de ce probléme. 

Il est évident que la condition fondamentale (A) est satisfaite pour 
toutes les valeurs de Z, vu la nature de la fonction f= sinyy’; c’est-a- 
dire chaque courbe continue de comparaison vérifiant les conditions connues 
de la régularité est une courbe admissible au sens du n°3. Le point de 
diseontinuité est donc arbitraire. C’est un probléme du cas général. 


Les équations I ont pour expressions 


sin yy’ = sing y’, 
y cosyy’= 0, y cos 7 y’= 0, 
d’ou vient 
, a 5 


vy'—Ztke,  gy'—5F+bs. 


L’extrémale discontinue se compose donc de deux paraboles 
(34) y*=(2k+1)azr+f, y*=(2k-4 5)na+ B. 

On voit facilement d’aprés cela que rous nous sommes placés ici 
dans le cas /,=0, f,= 0 (n° 13). 


Considérons maintenant les conditions de Jacobi et de Weierstrass 
pour ie minimum ordinaire. Nous avons 


— Xp 


A(z, %,)= 3 
o) YYo 





Donec la condition de Jacobi est toujours vérifie. 
La fonction de Weierstrass a pour expression 


E(z,9,p(x,¥),9')= sin gy’ — sin(9- p(x, ¥)) —(y’ — p)cos(¥-p(z,¥)). 
4* 
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Mais d’aprés les équations (34) on aura 


(2k+1)5 
yp(z, y) ot 
(2k+5)<, 


9 


par conséquent 

sin y-p =(—1)*, cos y-p = 0. 
Dés lors 

‘ <0 pour & impair, 

E=singy’+(-1)*"1 = P P 

' | >0 pour & pair. 
D’autre part la condition (B,) est vérifiée. 
En outre on peut montrer que 


4jJ=-; a) (a, B, B) ee 


suivant que & est pair ou site 

On aura donc deux groupes de solutions discontinues, suivant que k 
est pair ou impair. Les extrémales du premier groupe fournissent pour 
Pintégrale J la valeur maximum absolue z, — x,, tandis que les extrémales 
du second groupe fournissent la valeur minimum absolue — (x, — z,). 

II est facile de voir que si les extrémités P,, P, se trouvent d’un 
méme cété de l’axe des z, il y aura une infinité de courbes continues 
anguleuses joignant ces deux points qui fournissent a l’intégrale J la valeur 
maximum z,—z, ou la valeur minimum —(z,—~7z,). Mais si les ex- 
trémités se trouvent de différents cétés de l’axe des z, il n’y aura aucune 
courbe continue admissible, joignant ces points, qui fournisse 4 l’intégrale J 
la valeur extremum. D’autre part dans ce dernier cas on aura toujours 


—2e< f sin yy’ dx < 2e 
a,—¢ 

Dés lors d’aprés le théoréme du n° 27 nous pouvons dire que lorsque 
les points P,, P, se trouvent de différents cdtés de l’axe des x: 

L’extremum n’est pas réalisé parmi les courbes continues. 

L’intégrale J a la limite inférieure —- (x, — z,) et la limite supérieure 
%,— x, dans le champ des courbes continues. 

Ce sont les extrémales discontinues qui fournissent 4 lintégrale J 
ces valeurs limites. 


(Eingegangen am 7. 5. 1924. Bei der Korrektur im Oktober 1924 und Januar 1925 
ist die Arbeit vdllig umgearbeitet worden.) 





Die Lésung des Plateauschen Problems iiber 
konvexen Bereichen. 


Von 
Ch. H. Miintz in Berlin-Nikolassee. 


Einleitung. 


Das Ziel dieser Abhandlung ist, den bis heute noch fehlenden strengen 
allgemeinen Existenzbeweis, zugleich mit der Lésung selbst, fiir Minimal- 
flichen durch vorgeschriebene geschlossene raumliche Randkurven XK iiber 
konvexen ebenen xy-Bereichen Z* zu liefern. Die xy-Projektion K* 
von K, zugleich der Rand von Z*, ist dabei stets doppelpunktfrei ge- 
dacht; nur bei konvexen Bereichen kann man dann allgemein die Sicher- 
heit haben (vgl. § 7), daB die dritte Koordinate z in Z* iiberhaupt als 
eindeutige Funktion von 2 und y ausfallen wird. 


Zunichst wird die Lésung fiir regulire analvtische Randkurven ohne 
vertikale Schmiegungsebenen gegeben (§§ 1—14), alsdann fiir solche mit 
abteilungsweise stetig abwechselnden Richtungen der Tangenten und 
Schmiegungsebenen (§ 15), zuletzt werden noch gewisse weitere Verall- 
gemeinerungen vorgenommen (§ 16). 

Die geschlossenen raiumlichen Polygone mit doppelpunktfreier kon- 
vexer Projektion erscheinen mit in die Lésung einbezogen; hier waren 
durch Ansitze von Riemann und WeierstraB bekanntlich gewisse allge- 
meine Methoden zur Bestimmung der Lésung im Falle ihrer Existenz aus- 
gebildet; allein diese Existenz war z. B. selbst bei einem beliebig vor- 
geschriebenen geschlossenen riumlichen Viereck nicht ohne weiteres ge- 
sichert. Ein anderer Fall sei etwa durch das Beispiel einer lings einer 
Sehne geknickten Kreisperipherie illustriert: die am entsprechenden Gestell 
durch jede Glyzerinlésung praktisch realisierbare (Plateausche) physika- 
lische Integration wird nun auch auf rein mathematischem Wege ge- 
geben sein. 
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Fiir den grundlegenden analytischen Fall hat vor einer Reihe von 
Jahren Herr Serge Bernstein innerhalb eines allgemeineren Rahmens den 
fraglichen Existenzbeweis zu erledigen versucht*): indes scheint die 
Bernsteinsche Lésung, wir wir an der betreffenden Stelle (§ 11) des naheren 
ausfiihren werden, trotz ihrer grundsatzlich wichtigen Gesichtspunkte nicht 
ausreichend zu sein. Die dabei befolgte Methode benutzt iiberdies die 
analytische Regularitat der ( gewdhnlichen) Greenschen Funktion des Grund- 
bereiches Z* auch noch am Rande und wiirde daher, selbst nach even- 
tueller vollstandiger Erganzung, fiir nichtanalytische Fille ohnehin nicht 
gangbar sein. 


Die in der vorliegenden Arbeit gegebene Beweisfiihrung ist von der- 
jenigen des Herrn Bernstein verschieden; nur wird die bei Randwert- 
problemen klassische Methode der analytischen Fortsetzung*) zuletzt natur- 
gema8 ebenfalls benutzt, ferner — wie bei Bernstein, dessen Prioritat in 
diesem Punkte ausdriicklich hervorgehoben sei — die Tangentialebene zur 
Abschitzung der ersten partiellen Ableitungen herangezogen. Die Gliede- 
rung im ersten (flachentheoretischen) und zweiten (potentialtheoretischen ) 
Teil ist kurz die folgende: 


Satz A. Jede Lésung z der Lagrangeschen Differentialgleichung der 

Minimalflachen: 

(1) (1 + zy)z,, — 2z,2,2,,+(1+22)2z,,=0, 

die im Innern von Z* nebst ihren partiellen Ableitungen der beiden ersten 
Ordnungen eindeutig, endlich und stetig ausfallt, ist dortselbst iiberall 
regular analytisch (§§ 1—2). 

Satz B. Soweit in einem inneren Teilgebiet Z, von Z* obere 
Schranken fiir die absoluten Betrage der ersten partiellen Ableitungen 
z,,z, bekannt sind, lassen sich dort explizit jeweilige absolute Schranken 
auch fiir alle héheren Ableitungen angeben (§§ 2—3). 


Satz C. Zwei Minimalflachen [mit zunichst eindeutigem z], die 
in einem fiir beide regularen Punkte O eine Beriihrung von der (n — 1)-ten 
Ordnung eingehen, schneiden sich in genau mn verschiedenen, durch O 
gehenden, reellen Zweigen der Schnittkurve S; es bilden dabei die 2 ver- 
schiedenen, von O ausgehenden Halbzweige der Schnittkurve nachbarlich 
je gleiche Winkel (= =) miteinander (§ 4). 

) ,Sur la généralisation du probléme de Dirichlet“, Math. Annalen 69 (1910), 
S. 82-136; dgl. russisch, mit gewissen Erweiterungen, in den Communications de la 
Soc. Math. de Charkow 11 (1911). 

*) Vgl. Enzyklopidie der Math. Wissensch. Il A7c (A. Sommerfeld, Randwert- 
sufgaben in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen), §§ 6, 12. 
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Satz D. Die gesamte Schnittkurve S einer in O (n — 1)-fach be- 
riihrenden Minimalflache ®, mit einer gegebenen Minimalflache ® schneidet 
jede um O gelegte geschlossene Kurve K auf ® in mindestens 2n ver- 
schiedenen reellen Punkten — etwaige asymptotische Grenzpunkte der 
Schnittkurve S sind dabei derselben beizuzahlen (§§ 5—6). 

Satz E. Fiir die einfach beriihrenden (nm = 2), bzw. oskulierenden 
(n = 3), bzw. hyperoskulierenden (n > 3) Minimalflachen ®, lassen sich 
a priori gewisse, in dem bendtigten Umfange stets realisierbare Typen 
festlegen, die ihrerseits jeweilig schon durch drei, bzw. fiinf, bzw. 2n — 1 
ihrer Punkte véllig bestimmt sind, nimlich: die Ebene (§7) — deren 
Heranziehung in diesem Zusammenhang durch Bernstein den ersten Schritt 
zur wirklichen Lésung bedeutet —, bzw. die assoziierte Fliche zur be- 
kannten Enneperschen (§§ 8—9) bzw. gewisse speziell geartete Hyperosku- 
lationsflichen (§ 10). 

Satz F. Nach Anwendung der (in E) genannten Hilfsflichen lassen 
sich — neben dem ohne weiteres beschrinkbaren z selbst — die par- 
tiellen z-Ableitungen der n — 1 ersten Ordnungen auf @ fiir alle inneren 
Teilbereiche Z, gleichmaBig beschrinken, sobald die gegebene regular ana- 
lytische Randkurve K bei konvexer Projektion K* keine vertikale Schmie- 
gungsebene aufweist (§§ 7—10). 

Satz G. Wird die Randkurve K in der z-Richtung, durch Multipli- 
kation der dritten Randkoordinate Z* mit einer Konstante « (0 <«< 1), 
abgeflacht, so 1a8t sich fiir hinreichend kleine ¢ die Gleichung der Minimal- 
fliche durch die entsprechende abgeflachte Kurve K(+) sowohl nach der 
Methode der sukzessiven Approximationen berechnen, wie auch nach 
steigenden Potenzen von e entwickeln und explizit angeben (§ 11). 

Satz H. Ist bei einer analytischen Ausgangskurve ohne Ausnahme- 
punkte (vgl. F) die Lésung z(é) fiir eine abgeflachte Kurve K(é) bekannt, 
so laBt sich fiir hinreichend benachbarte Werte von «, |e —e|<é,, die 
zugehérige Lésung z wiederum sowohl nach der Methode der sukzessiven 
Approximationen, wie auch nach steigenden Potenzen von e — ¢ entwickeln 
und explizit angeben. Die Reichweite baw. der Konvergenzradius ¢, der 
Entwicklung fallt dabei niemals unter eine gewisse positive untere 
Schranke ¢,, die allein von der Ausgangskurve K (e = 1) abhangt; auf 
diese Weise kann man durch analytische Fortsetzung, von z = 0 fiir «= 0 
ausgehend, nach endlichvielen Schritten zur gegebenen Randkurve K selbst 
gelangen (§§ 12—14). 

Satz J. Eine Randkurve K von der zu Beginn angegebenen all- 
gemeinen Art li8t sich stets durch passende analytische Randkurven K, 
von innen heraus derart approximieren, da8 dabei auch die Tangenten und 
Schmiegungsebenen im allgemeinen mit approximiert werden (§§ 15—16). 
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Satz K. Die (nach H bestimmbaren) Minimalflachen ®, durch die 
approximierenden Kurven K, konvergieren gleichmaBig gegen die gesuchte 
Lésung ® durch K selbst (§§ 15—16). 

Satz A entspricht, nach wiederholten Mitteilungen von Schwarz in 
seinen Kolloquien, einer alten Vermutung von WeierstraB; ein Beweis 
desselben ist bereits in gewissen aligemeinen Resultaten der Herren 
S. Bernstein, M. Gevrey und L. Lichtenstein enthalten*). Wie die beiden 
ersten Autoren zeigen (1904 bzw. 1918), folgt der analytische Charakter 
einer Lésung bei beliebigen analytischen partiellen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung vom elliptischen Typus schon aus der Existenz und 
Stetigkeit aller Ableitungen der ersten drei Ordnungen; im Falle quasi- 
(d. h. in z,., Zo ys zy) linearer solcher Gleichungen beweist aber Lichtenstein 
(1913) die Existenz und Stetigkeit der dritten Ableitungen bereits aus 
denjenigen der beiden ersten Ordnungen, was hier geniigt. Die im Text 
gegebene neue Begriindung benutzt direkt die Eigenschaften der Minimal- 
flachen selbst und ist fiir die weiteren Betrachtungen wichtig. 


Satz G (Erledigung des Poissonschen Abflachungsproblems fiir sehr 
kleine ¢) ist im wesentlichen, unabhingig voneinander und nahezu gleich- 
zeitig (1909—1910), von drei verschiedenen Seiten bewiesen worden: von 
Herren A. Korn, 8. Bernstein und dem Verfasser*). Der Existenzbeweis 
fiir benachbarte Lésungen zu einem beliebigen, aber auch noch am Rande 
regulir analytischen z(é@) ist wiederum in gewissen allgemeinen Resultaten 
von Herrn Lichtenstein enthalten®). Der nun zu gebende Nachweis hin- 
reichender Regularitat fiir alle e (§§ 7—10), sowie die im Satz H gegebene 
Erweiterung (§$ 12—14) sind fiir die Erledigung des vollen Randwert- 
problems (¢ = 1) entscheidend. 


Die Satze A bis F geben die Vorbereitungen zur allgemeinen Lésung 
(fiir beliebige «), H bis K den Weg derselben. Die wesentlichsten Hilfs- 
mittel sind: explizite Reduktion (§§ 1, 11), Schnittpunktsatze (§ 6), Heran- 
ziehung algebraischer partikularer Integrale und algebraischer Methoden 
der Abschatzung (§§ 7—10), gewisse GleichmaBigkeitssatze potentialtheore- 
tischer Natur (§§ 13—14) und Beweis derselben durch die Theorie der 
Integralgleichungen (ibid.). Soviel uns bekannt, sind diese Hilfsmittel 
vielfach als neu anzusehen. 


*) Vgl. Enzyklopidie I1C 12 (L. Lichtenstein, Neuere Entwicklung der Theorie 
partieller Differentialgleichungen vom elliptischen Typus), § 6. 

*) Vgl. Enzyklopidie, ad 3), § 7. 
*) Vel. ibid. 


Plateausches Problem. 57 


I. Flachentheoretischer Teil. 
§ 1. 
Reduktion. 


Es sei eine homogene lineare elliptische partielle Differentialgleichung 
zweiter Ordnung vorgelegt: 


(2) Az,,+2Bz,,+Cz,,=0, AC—B*>0, 
wobei A, B, C als analytische Funktionen von x und y in einem gewissen 
Bereiche Z* gegeben sind. Man hat bekanntlich die Méglichkeit, durch 


Einfiihrung neuer unabhangiger Variablen: 
(2) F=E(z,y), n=n(2,y), 
diese Gleichung in die reduzierte Form 
(3) Zee + 2y, = 0 
iiberzufiihren, wozu nur die folgenden Gleichungen zu erfiillen waren: 
Ais + 2Bésby + Oy = Ans + 2B remy + Cry; 
AfE,n, + B(E,n, + &,n,) + Cé,n, = 0. 


(2,) 


Diese letzteren Gleichungen besagen aber noch, daB durch Einfiihrung 
von € und y die mit (2) verbundene quadratische Differentialform 


(3) ds* = Ady* — 2Bdydzx+ Cdz’*, 
abgesehen von einem Faktor M= M(z, y), iibergefiihrt wird in 
(3) do* = d&*+-dn?; 


denn aus (2) folgt, unter D die +0 vorauszusetzende Funktionaldeter- 
minante 7, — &, verstanden: 


di=E,dx+é,dy, dyn=y,dx+n,dy; 


(3) 
D-dz =,d& — &, dn; D-dy = —n, d= + &,dn, 


worauf das Einsetzen in (3), unter Beriicksichtigung der Identitaten (2, ), 
die gewiinschte Verifikation liefert. Man ersieht daraus, daS durch Ver- 
mittlung der Definitionen (2), unter den Bedingungen (2,), jede durch 
das Quadrat ihres Linienelements aus (3) definierte Fliche ®* konform 
auf die 7-Ebene abgebildet wird; und umgekehrt liefert jede angebbare 
konforme Abbildung dieser Art die Méglichkeit, die gegebene partielle 
Differentialgleichung (2) in eine Potentialgleichung (2) zu verwandeln. 
Es ist nun bemerkenswert, daB die verlangte konforme Abbildung fiir 
den uns hier interessierenden Fall der Minimalflachen stets in einer ganz 
bestimmten Weise explizit angegeben werden kann, obwohl in der Defini- 
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tionsgleichung (1) dieser Flachen A, B,C erst indirekt — niamlich durch 
Vermittlung der ersten partiellen z-Ableitungen — als Funktionen von 
x und y angesehen werden kénnen. 

Fiir jede bestimmte Minimalflache ®, soweit auf ihr z, z, und z, als 
eindeutige, endliche und stetige Funktionen von z und y vorausgesetzt wer- 
den, hat man als Quadrat des im oben gegebenen Sinne (3) mit ® ver- 
bundenen Linienelements: 


ds* (1+ 2*)dz*?+2z.z dxdy L(] 4 z*\dy* = 
I zy « y ‘ 


(4) 
dz* + dy* + (z,dz + 2, dy)* = dz* + dy* + dz’, 


d. h. das betrachtete Linienelement stimmt in diesem besonderen Falle 
mit demjenigen der gegebenen Flaiche @ selbst iiberein. Nach bekannten 
Satzen aus der Theorie der Minimalflachen lassen sich aber nun konforme 
Abbildungen derselben auf eine &7- Ebene in der gewiinschten Weise direkt 
herstellen. Insbesondere besagt ein Satz von Beltrami-Riemann*), daB 
jede lineare Verbindung der kartesischen Koordinaten der Flache eine 
Potentialfunktion auf derselben darstellt, so da8 zur Einteilung der Flache 
in infinitesimale Quadrate dieselbe nur durch Aquidistante Ebenen eines 
beliebigen Parallelbiischels geschnitten zu werden braucht. Man erhilt 
daher z. B. in 


(z,y) 
» 9 
(1-4 ty) dy 4 2,7%,y dz 
{o ¢=2Z2; H= i ——— - 
e + pli+e2,+ “y 
(Zo, ¥.) 


i| 


eine Transformation, die allen hier zu stellenden Anforderungen entspricht; 
d==dz liefert natiirlich von selbst ein vollstandiges Differential, und 
daB dy ebenfalls ein solches ist, 148t sich auf Grund von (1) sofort veri- 
fizieren — wobei dann iibrigens die Existenz stetiger zweiter Ableitungen 
z,, tatsichlich benutzt werden muB. In bezug auf die neuen 


Z 2 
za’ “zy? y 
- 
£ 
S 


Variablen &, gilt jetzt somit die Potentialgleichung (2). 
§ 2. 
Der Satz von WeierstraB. 


Man kann an die obigen Resultate (§ 1) Folgerungen iiber den ana- 
lytischen Charakter der Minimalflachen kniipfen. Sobald z, z,, ..., 


liber einem gegebenen xy-Gebiete Z, eindeutig und stetig sind, ideas 
die Gleichungen (5) mit ihrer Funktionaldeterminante 





P ' 1+ 25 
(5) dD: ‘.% €..%,, = -, 0, < co) 
t¥l+eite: 


*) Vgl. etwa G. Darboux, ,Lecons sur la. théorie générale des surfaces“, Bd. I 


(weiterhin als ,Darboux“ zitiert), S. 320 





Plateausches Problem. 59 
eine eindeutige konforme Abbildung der betrachteten Fliche auf die 
&n-Ebene derart, daB dabei (2) identisch erfiillt wird. 

Wir schreiben zur Abkiirzung ein fiir allemal: 
(5) }Viteta=v, 


und erhalten aus (5): 


e , y~l ' 2 y—l 
(5,) Ze = 2% + 2%e2%yV 2, z=(1+2,)V 2,, 
also 

* td z 
(5 } Zn = l r 29 24> 1 35 
Thy vy 


so daB auch z, und z; iiber dem betrachteten Gebiete Z, endlich und 
stetig ausfallen. Durch weitere Differentiation kann man jetzt analoge 
Resultate fiir die héheren Ableitungen erzielen. 


+ 


Es geniigt, die zweite der Beziehungen (5) nach £ und » zu diffe- 


~ 


renzieren, da man sonst nur noch zu 


2n§ = Zn» Zee + Zn, = 0 


=~. 


gefiihrt wird; noch einfacher differenziere man 

~ ** ' 2 

{oO 2, = (1 + 2y) 2 

nach x und y, wobei noch, unter Bezugnahme auf (5): 


(6 Zig = Zete Zen Na» 25 = ZESy T Zn Dy 


zu beachten ist. Man erhalt: 


2 ' y-1 
Zee = Vey eye + (1+ zy) (zezr+2,2yV 2y); 


, ra) 28\ 7-1 , 
ey = Bey 2yy2e+(1+2z)V 24; 


wird noch (1) hinzugenommen, so entsteht durch Auflésung, unter Be- 
achtung von (5°"): 


2 2\2,7 ' y—1 
(1 + 2g) 2yy = — (1+ 2y) (22g 4-2e2yV Zen); 
~ Rive 1 8\—2 , 2 277-1 ‘ 
(6) (1+ 2g)(L+ 2y)” ey = — 2 2p 2y2ee+(V—2ezy Vo ) zy; 
2 72 9 .2.2\ fay 2 277-1, 
(1+ Ze) leq = (V — 3 2g Zy) Ze (3) — Ze »v )2rn- 
Die vorausgesetzte Existenz und Stetigkeit von z,,, z,,, 2, zieht 


aus (6) diejenigen von z;; = — z,, und zg, nach sich; da z im &n-Bilde 
Z, von Z, eine gewdhnliche Potentialfunktion ist, so folgt daraus nach 
bekannten Siatzen, daB z in Z, eine regulire analytische Funktion von & 
und y darstellt. Infolge von (5%) lassen sich aber z, und z, in expliziter 
Weise analytisch durch z; und z, ausdriicken; in Umkehrung von (5) 
erhaélt man daraufhin nach elementarer Rechnung: 
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(g. 


») 
"Vdn—s.2. dé 





. E. —_ Zz 4 
(6,) a= y= =, 
. rs 
(So» %e) 
(§, 9) 
‘ 2 ™ . 
=f f —iyi+ ze -+-tz,) (dé +¢dn), 
(Eo. No) 


unter ft in iiblicher Weise den reellen Bestandteil eines komplexen Aus- 
drucks verstanden. 

Damit sind x und y, unter Beachtung von (5), in Z, wiederum als 
regulare analytische Funktionen von und » gekennzeichnet, wodurch 
auch dargetan ist, daB z in Z, eine regulire analytische Funktion von 
x und y selbst darstellt, d.h.: eine Minimalflache @ ist iiber einem 
xy-Gebiete Z, notwendig regular analytisch, sobald dort z,...,z,, ein- 
deutig und stetig sind. Die in der Einleitung erwaihnte Vermutung von 
WeierstraB ist so auf direktem Wege bestitigt. 

Es sei noch bemerkt, daB z wegen (2) kein Extremum im Innern 
eines Regularitatsgebietes aufweisen kann; sobald also die Lésung bei 
gegebenen stetigen eindeutigen Randwerten existiert, ist sie durch diese 
Randwerte auch beschrankt. 


§ 3. 
Abschitzung der héheren Ableitungen. 
Im folgenden denken wir uns auf irgendeine Weise bereits endliche 


= . y . . ° 
obere Schranken fiir die absoluten Werte von z, z. und z, in Z~ gesichert: 


z 


(7) zis mM; z.|nM, z,|oM, 
also auch: 

(7) 1<V<l1+2M?; 

aus (5*) folgt dann sofort: 

(7) 2:|<M, z,|<i+V1+2m?. 


Nunmehr betrachten wir, auf Grund von (5), das Bild eines ganz in 
N hr betracht i f ( 1 (5), das Bild ei zanz i 
ry * r . 

Z” gelegenen Kreises: 


a” ee an wi 8 O° Cac <a<2 
8) r=2,+esmne, y=y,+ecose; VOSeSQ, Veer, 


nach der Ubertragung in die &y-Ebene. Wegen = 2 bleibt die Breite 
des Bildes iiberall die urspriingliche, die Héhe bestimmt sich jeweilig aus 
dem zugehérigen Integral fiir 7; infolge der Unabhangigkeit dieses Integrals 
vom befolgten Wege nehmen wir den letzteren erst lings des positiv 


vertikalen Radius, dann lings der Peripherie von 0 bis « — es geniigt, 
0 <a<-= wu betrachten. Man erhilt: 


2 
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& 
(8) E——asine; y—ny—f(l+2)V-'de 


+ f{-—(1+ 27) V~ gg sina + 2,2,V~* 9, cosa} de; 


cs 


|n — | > [¥-"de—e of V(sine +5 cos «) da 


> 2 — |1— (14 2M") (1— cose + 3 


Nisow zine) 


J > 
soweit der in [...] stehende Ausdruck positiv bleibt; ohne Einschrinkung 
der Aligemeinheit kann man dabei etwa 

2-3M* 


(8) M4; snae<——, eT ee 
: ~ ~ 9M'+1 ~ 9M 4 


+1 
annehmen, worauf 


= 2, 3M*—7M*—1 





lg—-9 | > ——— >0 
te! Tewte OM +1 
ausfallt; fiir gréBere « aber hatte man dafiir: 
£2 6M" 
|Jé-—E l= Qy8iN& > Oy +t 
Auf alle Fille ist so z. B. 
ss ellie ae 2 _36M* 
(8,) (€ — &)*+ (9 — 15)? = e** > oF — (oM* si) 


d.h.: das §y-Bild des betrachteten 9,-Kreises wird sicherlich den Kreis 
mit dem Radius - 
* 6M" _ % 
Gy “= Osa.” 2 
9M +1 2M 
ganz in seinem Innern enthalten. 


Nun ist z eine beschrinkte Potentialfunktion in &,7; da der ge- 
wonnene Kreis vom Radius g* um (é/, 7’) zum Regularitatsbereich von z 
gehért, kénnen daher samtliche partiellen z-Ableitungen nach — und 9 


aus (7) ohne weiteres abgeschitzt werden. Man hat: 


(8*) Zu n> lees , cuit M, g vi(2M tt My 
"9 $9° %) = o*uty pty 
“0 2 
daraus aber auch endliche Abschiatzungen aller Ableitungen z_,,., im 
Punkte (x/, y{), da die partiellen Ableitungen nach x und y sich durch 
diejenigen nach £ und » ausdriicken lassen — man braucht nur (6) be- 
liebig weiter zu differenzieren. Auch in den neuen Abschitzungen wird 
jeweilig o*+” im Nenner stehen, d.h.: die Abschiatzung der héheren Ab- 


leitungen wird nach dem Rande hin zunichst nicht gleichmabig be- 
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schrankte Resultate ergeben. Wenn also im folgenden gewisse héhere 
Ableitungen fiir alle inneren Teilbereiche Z, von Z* noch gleichmabig 
beschrinkt werden sollen, mu8 diese Beschrinktheit auf Grund gewisser 
hinreichender Voraussetzungen iiber die Randkurve K erst erzwungen 
werden — die gleiche Bemerkung ist iibrigens auch schon fir die bereits 
angenommene Beschrinkung von z, und z, als bindend anzusehen. 


§ 4. 
Beriihrungssatz. 


Es mégen nun zwei Minimalflachen ®, @ in einem fiir beide regu- 
laren Punkte O eine Beriihrung (n —1)-ter Ordnung aufweisen. Wird O 
als Nullpunkt genommen, so bestehen demnach die Entwicklungen 

0...” me = 
e=(pr+qy)t+...+ Doma Et.» 
(9) : 
ad Ae 
—yv)! v! . 


0... 
7 , . ; ‘ re « z 
3=(prt+gy)+...+ > Cy 7 
wobei die Glieder vor den Summenzeichen in z und Z nach Voraussetzung 
iibereinstimmen, wahrend von den Koeffizienten ¢, mindestens einer von 
dem entsprechenden c, verschieden ausfallen wird. 
Die c, bedeuten die Werte der n-ten z-Ableitungen in O; man hat 
daher durch wiederholte Differentiation aus der Definitionsgleichung (1): 
(1+ 9*)¢,— 2pqe,+(1+ p*)ey= 9, (DP, 9, ---); 
(1+ q9*)c,_,.— 2pge,_,+(1+ p*)¢, = 9,-1(P,9,---) 
wobei wir die Ausdriicke auf den rechten Seiten, in denen nur die c, voran- 
gehenden Koeffizienten auftreten, nicht erst explizit ausschreiben. Fiir die 
é, erhalt man ganz gleichlautende Beziehungen, deren rechte Seiten mit 
denjenigen von (9) véllig iibereinstimmen werden. Setzt man allgemein 


¢, 7 ¢, ~_ Vy ’ 
so ergibt sich daraufhin fiir die Projektion S* der Schnittkurve S von 
® und @ auf die ry-Ebene die Gleichung: 


a? 


0...” 
(9) 0= 2 Ys im coyi of + Glieder héh. Ordg., 


mit der allgemeinen rekurrenten Beziehung: 


(9,) (1+ 9*)7,_,—2pq7,+ (1+ P*)y,,,=9 (O<u<n). 
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Wir behaupten nunmehr, daB auf Grund dieser Beziehung die Schnitt- 
kurve S in O genau n verschiedene reelle Zweige aufweisen wird. 
Man darf zunichst 


(9°) p=0 


voraussetzen; denn durch Drehung der Koordinatenachsen in der xy- Ebene 
um einen Winkel » geht p in pcosg + qsin@ iiber, was bei tgp = — p:q 
verschwindet, wahrend der Charakter der Ausgangsgleichung (1) unverandert 
bleibt. Man kann also fiir (9,) ohne weiteres 


Q*y,- Fug, = 9; Q=+)1+ 9°; 
Youn = (—1)*Q*"y,, Yeni = (—1)"Q"*y, 


nehmen. Wird dann noch 


{ Vee) 


(10) x=ocos6, Qy = osin# 


gesetzt, was hier infolge der oben gegebenen Bedeutung von Q der Ein- 
fiihrung von Polarkoordinaten in der Tangentialebene z= gy gleichkommt, 
so geht (%) iiber in 

n 


10) 0 = =~ (y, cosn@-+- y, sin n6) + Glieder hoh. Ordg. in 9. 


Dies bedeutet aber erstens, daB die Schnittkurve S in O tatsichlich 
genau n verschiedene reelle Richtungen aufweist, namlich diejenigen, die 
durch 
(10) y, cos nO + y, sinn8 = 


gegeben sind, w.z.b. w.; zweitens aber, wegen der geometrischen Be- 
deutung von Q in (10), daB diese Richtungen hier nacheinander je gleiche 
Winkel (- =) bilden. Diese zweite Eigenschaft ist fiir Minimalflachen 
charakteristisch; sie stellt offenbar eine Verallgemeinerung des klassischen 
Satzes dar, nach dem die Tangentialebene einer Minimalflache (und nur 
einer solchen) bei gewéhnlicher Beriihrung die Fliche stets in zwei zu- 
einander senkrechten reellen Richtungen schneidet. Die genannte erste Eigen- 
schaft gilt aber offenbar, nach dem Gang des obigen Beweises, fiir n > 2 
bei allen quasi-linearen und fiir »m>3 auch bei den allgemeinsten par- 
tiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung vom elliptischen Typus 
(vgl. § 16). 


§ 5. 
Eindeutigkeitssatz. 
Den in der Literatur wohlbekannten Steinerschen Satz iiber die ein- 
deutige Bestimmtheit — im Falle ihrer Existenz — der Minimalfliche ® 


mit eindeutigem endlichen z durch eine gegebene geschlossene Rand- 
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kurve K*) werden wir in der folgenden Gestalt brauchen und mit ein- 
fachen Mitteln beweisen: 

Durch eine gegebene geschlossene Randkurve K kénnen nicht zwei 
verschiedene im Innern analytische Minimalflachen hindurchgehen, sobald 
z als eindeutige Funktion von x und y vorausgesetzt wird. 

Beweis. Neben z sei Z eine zweite Lésung, die demnach am Rande 
mit z iibereinstimmen mu8; setzt man allgemein 
(11) z=2z2+¢C . 
so wird am Rande iiberall 
(11) t—( 
sein. Wenn jetzt im Innern nicht ebenfalls durchweg ¢ = 0 gilt, so existiert 


notwendig mindestens ein inneres Extremum, etwa (0,0), in dem dann 


jedenfalls 

(11) c.=¢ =0 

ausfallen wird. Man hat nun um das Extremum: 

(11,) Z2.=2.=Pp, 3 =2=4; 

(11°) z=2+(pr+qy)t+..-. %t=2%+(pr+qy)+.-. 


Das Auftreten von Anfangswerten z,, Z, andert nichts an den Be- 
ziehungen (9) fiir die Koeffizienten c, und (gleichlautend) ¢, in den zuerst 
verschiedenen homogenen Polynomen der Entwicklungen (11). Setzt man, 
wie in § 4, 


(12 ¢ —¢.=y/., 

\ ¥ ¥ ¥ 
ferner neben 2—z=¢€ — aus (11) — noch 
2 ey 
(12) 2 — 29 = So» 


so entsteht 


0...” 
7 
» 


> “ew ee 
(12 ¢—- (= 
0 aot (ny 

¥ 


wobei infolge des vorausgesetzten effektiven Extremums das ausgeschriebene 
Polynom sein Vorzeichen nicht wechseln darf. Nach den friiheren Aus- 
fiihrungen hat aber dieses Polynom in Wirklichkeit n verschiedene reelle 
Wurzeln, und dieser Widerspruch lést sich nur dann, wenn auf der rechten 
Seite in (12) identisch Null steht. Es ist. also notwendig: 


¢ = ¢, = Konst., 


”) Vgl. u. a. S. Bernstein, ,Sur la nature analytique des solutions des équations 


~ 


aux dérivées partielles du second ordre“, Math. Annalen 59 (1904), S. 20—76, insb. 8. 69. 
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d.h., da am Rande ¢,= 0 gilt, identisch 


2=2, 
w. z. b. w. 
§ 6. 
Schnittpunktsatz. 


Es sei wieder K eine vorgeschriebene geschlossene Randkurve iiber 
einer doppelpunktfreien xy-Projektion K*, und es sei ® die zugehérige, 
als existent angenommene, im Innern regulire Minimalflache; eine andere 
Minimalflache ®, die zuniichst iiber dem gleichen Grundgebiet Z* eben- 
falls als regular angenommen wird, mége mit ® in einem inneren Punkte O 
eine Reriihrung (n —1)-ter Ordnung eingehen. Wir behaupten nun, daB 
die Schnittkurve S beider Flachen den betrachteten Rand K in mindestens 
2n verschiedenen reellen Punkten schneidet: etwaige asymptotische Grenz- 
punkte der Schnittkurve S sind dabei derselben beizuzihlen. 

Beweis. Die xy-Projektion S* von S weist im Bildpunkte 0 von 
O genau n verschiedene reelle Zweige auf (§ 4); es gehen demnach von 0* 
2n verschiedene Halbzweige der Projektion S* aus. Keiner von diesen 
Halbzweigen kann im Jnnern des x y-Bereiches Z* , der von der Projektion K* 
der betrachteten Randkurve K begrenzt wird, einen asymptotischen Grenz- 
punkt besitzen: denn iiber letzterem wiirden nach Voraussetzung die beiden 
Flichen ® und @ analytisch und regular bleiben, was dann auch fiir jeden 
Zweig der Schnittkurve S gelten muB. Wohl aber kénnten a priori solche 
Grenzpunkte H am Rande K entstehen, wenn dort der regulire analytische 
Charakter einer der beiden Flachen aufhért; aber auch dann werden niemals 
zwei verschiedene Halbzweige von S den gleichen Grenzpunkt H besitzen: 
durch Hinzunahme desselben (und aller anderen etwa noch vorhandenen 
solchen gemeinsamen Punkte) wiirde man naimlich aus den beiden Halb- 
zweigen eine beschrankte Kurve S mit wohldefinierten inneren Punkten 
erhalten, fiir die der Eindeutigkeitssatz ohne jede Anderung seines Beweises 
($5) giiltig bleibt, wiahrend hier zwei Minimalflichen (® und ®) durch 8 
gehen wiirden. 

Es besteht daher nur noch die zu beweisende Méglichkeit, daB jeder 
der 2n Halbzweige von S mindestens einen wirklichen Schnitt- bzw. Grenz- 
punkt auf X fiir sich allein besitzt. 


§ 7. 
Die Tangentialebene. 


Als einfachste Minimalflache @ ist natiirlich die Ebene zu betrachten, 
bei der identisch 
2,2 2%,, = 2 0 
rz zy yy 
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gilt; bei jeder anderen Minimalfliche @ finden die letzteren Identitaten 
cleichzeitig nur vereinzelt statt, die Tangentialebene an einem regularen 


nneren Punkte O wird daher i. a. nur eine Beriihrung erster Ordnung mit 





der Flache eings also mit ihr (§ 6) eine Schnittkurve S aufweisen, die 
mit jeder geschlossenen Linie K um O auf ®@ mindestens vier gemeinsame 
Pu at 
Die Tangentialebenen der durch A gehenden und im Falle threr 
Existenz (§ 5) eindeutig bestimmten reguliren Minimalflache @ sind also 
lenjenigen mit K ohne weiteres gegebener Ebenen E zu 
we § in mindetens vole chiedenen bzw. in Grenzlagen beliebie 
mmenfalle Punkt I el 
D ma einfachhei r 1. die Rand] eK bst ulvtise 
ind zwa ine | ind § ot 5 2 
I les G ber Z i S ert 
del wohlae ‘ | j isf 
] ZI ert j Tt; oO l? f VOI S ) 
2 lbereich Z~ ke t A at iren) P ! 
: Schmiegungsebs P 
Di wichtige SchluBwe rdat H S. Berns I 
illerdings die Bedingung erwahn daB letztere aber z B 
schrankung von ind Zz D eculare ) cekru mter Satt 
Flac en iibez einem KOnVexX j- bere Zz l dD ell g n 
i aly tischel Rand l K ( g ma Z B iu IY 
Fall de Flache | 1 der a leg aN f t 
i 
Unter den Voraussetzungen 1. bis 3. wird man nun nach dem Be 
wiesenen fiir alle g im |] n von Z ultenen Bereiche Z, gleic} 
ma 
I V VM 
erhalten, sobald die gesuchte Minimalflache @ existiert, unter M eine aus 
der Randkurve K elementar bestimmbare endliche Konstante verstande 
Es sei daran erinnert, daB auch ‘z! selbst auf ® bereits beschrinkt 
rden ist (§ 2); im folgenden werden nur noch die z-Ableitungen zw: 


dritter und vierter Ordnung mit Hilfe passender Erweiterungen des Schnitt- 
punktsatzes abzuschatzen sein. 

Die Beschrankung auf konvexe Grundbereiche Z* wird sich (s. Teil I 
als hinreichend herausstellen, um den Existenzbeweis fiir eine eindeutige 
z-Lésung bei jeder (nur gewissen Stetigkeitsbedingungen unterworfenen 


, , oe * r 
geschlossenen Kurve K iiber dem Rande K~ von Z° zu sichern. Zum 
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gleichen Zwecke erscheint aber die angegebene Beschrinkung auch als not- 
wendig: es kann niémlich im Falle der Minimalflichen, anders als in der 
gewohnlichen Potentialtheorie, durchaus der Umstand eintreten, da8 die 
an sich vorhandene (Plateausche) Lésung fiir eine gegebene Randkurve K 
iiber die nichtkonvexe x y-Kontur der Projektion K* tatsichlich hinaus- 
greift. Dabei ist es zwar wieder méglich, durch proportionale Abflachung 
der Randkurve in der z-Richtung, bei hinreichend kleinen Werten des 
Proportionalitatsfaktors « die jeweilige regulire Lésung z(e) mit eindeu- 
tigem z anzugeben (vgl. § 11); bei einem gewissen Werte «, von «, 
0 <e,<1, tritt jedoch am Rande eine vertikale Tangentialebene auf, 
und fiir « >, stellt dann z nicht mehr durchweg eine eindeutige Funktion 
von x und y dar. Betrachtet man etwa die (existente, vgl. § 16) Minimal- 
flache zwischen zwei kongruenten, senkrecht aneinandergelegten Halbkreis- 
linien, und projiziert dieselbe auf eine gegen die Symmetrieebene nur wenig 
geneigte 2 y-Ebene, so wird der erwaihnte Umstand sofort deutlich. 

Es liegt also in der Natur der Sache selbst, daB man bei ganz be- 
liebigen Grundbereichen nicht mehr allgemein mit eindeutigen Funktionen 
iiber das Poissonsche Teilproblem hinreichend kleiner ¢ hinausgelangen kann. 


§ 8. 


. 


Allgemeine Formelin. 


Fiir jede analytische Minimalfliche @ auBer der Ebene — gelten 
nach WeierstraB die bekannten klassischen Formeln: 


2dx=i(1+ w*) F(w)dw —i(1 + @*) F(w@) dw, 
14) 2dy 2w F(w)dw + 2% F(w) de, 
2dz (1—w*)F(w)dw+ (1 — #*) F(#)de, 


wobei w und # komplexe Flachenvariable bedeuten. Bei reellen Flachen, 
wie sie hier allein betrachtet werden, sind die unabhingigen Variablen w 
und @ als konjugtert-komplex zu denken, ferner sind noch F(w) und 
F(#) als konjugiert-komplexe Funktionszeichen anzusehen. 

Man findet aus (14) unmittelbar: 


(14) i(w—W) 1—ww 


2 = = Z = = 
“z P w+w’ y q +o’ 


durch Auflésung also: 


q+ itp tte 


—@g+YVi+»*+a* 
(14) 9 = —S jit+pi+¢ 
\ } 1—pi 


itpé —, “ - : 
das Auftreten der Quadratwurzel V hingt hier mit der bekannten Zwei- 


5* 
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deutigkeit der méglichen Wahl von [w und] F(w) fiir eine gegebene reelle 
Minimalflache zusammen’). 

Offenbar bedeutet nun der wechselseitige Zusammenhang zwischen 
p,q und w, #, daB die zweiten Ableitungen z,,=r, z,, = (und daraus 
z,, = t) durch w,, #, bestimmt sind, und umgekehrt; ebenso, daB die 
dritten Ableitungen (z,.=a,..., 2»=d, wovon nur zwei unabhingig 
waren) durch w,_, #@,, bestimmt sind, und umgekehrt — die Benutzung 
von w,,..-,W,, ist unndétig, da diese Werte durch Identitaten aus w,..., # 
bestimmbar sind; usf. 


= 


rez 


Aus (14) folgt explizit: 
(14,) (w+ w)(1+ ww) P(w)dw = — 2i#dx+(1+ @*)dy, 
sowie die konjugiert-komplexe Gleichung fiir F(#); man hat danach: 
(14*) (w +- @) (1+ ww) P(w)w,+ 2 
(w+ #)(1+ ww) F(w)#,— 2iw=0, 
durch Differentiation nach z also: 


(l4y,) (w+) (1+ we) P(w)w,,+ (1+ 2we + @*) P(w)w? 


= -L. Den i —L an? . 9 > | —— ; 1 1am ’ 9 Sigscm =« 
-(1+2w w+ w*) F(w)w, 04+ (w+ #)(1+ wit) P'(w)w?2 + 2tv,= 0, 


sowie die konjugiert-komplexe Gleichung fiir #,_. 

Sind nun die beiden ersten z-Ableitungen (p, q) gegeben, so bedeutet 
dies aus (14) die Festlegung der Werte von w und #; aus der Be- 
schranktheit von p und g folgt dabei iibrigens die Verschiedenheit jener 
Werte von 0, co, +7. Die Differentiation von (14) nach x ergibt den 
(linearen) Zusammenhang der zweiten z-Ableitungen mit w, und #_, eine 
nochmalige Differentiation ebenso den (linearen) Zusammenhang der dritten 
z-Ableitungen mit w,, und #,,; man kann daher aus neben (p,q) ge- 
gebenen zweiten Ableitungen (r,s, 1) mit Hilfe von (14*) jeweilig F(w) 
und F'(#) bestimmen, ebenso aus den etwa noch weiter gegebenen dritten 
Ableitungen (a,...,d@) mit Hilfe von (14,,) den zugehérigen Wert von 
F’(w) und den konjugiert komplexen von F'(#), usf. Eine gewisse Aus- 
nahmestellung bildet dabei der Fall w,=— #,—0 (w, und #, kénnen als 
konjugiert-komplexe GréBen nur gleichzeitig verschwinden); man hat in 
solchen Punkten auch r= s =t=0, und dieser stationdre Fall erfordert 
gelegentlich eine besondere Untersuchung. 

In einem festen reguliren Punkte O einer gegebenen analytischen 
Minimalflache ® eine oskulierende zweite Minimalflache ®, anzubringen, 
bedeutet also nun, zu gegebenen Werten von w(+ 0, + co, + +7) und 


*) Vgl. z. B. Darboux, S. 295. 
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F(w) eine beliebige entsprechende Funktiou F(w) zu nehmen und aus (14) 
die zugehérige Flache herzustellen; fiir w,—+ 0 wird man dabei F(w) — co 
haben. Ebenso hatte man zum Zwecke der einfachen Hyperoskulation 
bei gegebenem w nur noch vorgeschriebenen Werten von F(w) und F’(w) 
zu entsprechen, wahrend sonst die Wahl der zugehérigen Grundfunktion F 
willkiirlich bleibt, usf.; es wird aber erwiinscht sein, die stationiren Punkte 
r=s=—t=0 usf. dabei mit zu erfassen, und es mége daher noch eine 
weitere Prazisierung des Sachverhalts gegeben werden. 

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kann man, nach passender 
Drehung in der xy-Ebene (vgl.§4), im betrachteten festen Punkte O 
wieder 
(15) p=0 


voraussetzen; nach (14) bedeutet dies, da8 nunmehr der zugehdrige feste 
Wert w von w reell ausfallen wird. Die weitere (elementare) Berechnung 
aus (14) bis (14,,) liefert dann i. a. zuletzt: 





ot = w(r(1+ w*) —2isq], 
w @ 
(15) } Be. \' F'(o) = §(1 + ot) St Bie 
\F(w)f-o  F(w)* r(1+o@*)—2tsw 
+[r(1+3@*)—4isa). 
Man hat daraus noch: 
™. | = w*([r(1+ w*) —2isw # 
LF (w)* Sune 
(15) f- ; 


t= = 20(1+ *)|2b0+#a(1+o%*)] 
(w) J/w=@ 
+ 2m[r(1+ w*)—2ismw)[r(1+ 3") —4iso}); 


wenn also in dem betract n Punkte zwar alle zweiten, nicht aber auch 
noch alle dritten z-Ableitungen verschwinden, so ergibt sich die Ent- 
wicklung von F(w) um w=o: 





5 = (w— a) ~ 
(15,) F(w) ~ 2wo(1+o*) |2bm@+ia(l+o*)| 


-+- regulire Potenzreihe, 
womit (wegen w +0) auch der erste stationire Ausnahmefall in einer hin- 
reichenden Allgemeinheit erledigt erscheint. 

Ist aber lie Wahl von F(w) in einem gegebenen Falle entsprechend 
erfolgt, so vird man sich fragen kénnen, wie diese Grundfunktion abzu- 
andern ware, wenn die zwecks Erreichung von (15) vorgenommene z y- 
Drehung nachtraglich wieder riickgingig gemacht wird. Es sei rt der 
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Tangens des halben Drehwinkels; nach bekannten Formeln’®) miissen dabei 
nun w und F(w) durch 








= @—ir (lie) {/ w—ir \ 
(15* ——. bzw. ; : 
. l—trm (l—irw) \l—trw, 
ersetzt werden. 
§ 4. 
Oskulation. 


Bei der absoluten Abschatzung der zwezten z- Ableitungen (nach oben) 
erscheint der Fall r= s(—t)=—0 ohne jedes Interesse, und wir kénnen 
von vornherein etwa r?-+s*> 1 annehmen, auch nach der als bereits 
erfolgt anzusehenden x y-Drehung zu p= 0 (15 

Daraufhin darf zum Vergleich mit der gegebenen Flaiche ® im be- 
trachteten festen Punkte O etwa diejenige, besonders einfache Minimal- 
flache herangezogen werden, die durch passende 2 y-Drehung aus der ur- 
spriinglichen Annahme 


16) F(w) = tx*, x reell, 


entsteht. Man hat dann als neue Grundfunktion 
F 3 ~ 

° » x - . 
(16) F wv”) => —_—_—_—“——_ 


mit zunichst noch unbekanntem Parameter 7 zu nehmen, und fiir das 
gegebene O nach (15) zu setzen: 


: > l 
10) w= @ reell, == ()), Fim) a . — 
o(r(1+@*)—218@ 
librigens sind dabei, wegen (14) und (13), 
(16, ) @ q+ }1 ge a += q + y i 4 q* 


natiirlich beschrinkt; wegen r?-+-s*> 1 ist also jetzt auch F(a) absolut 
beschrankt. 

Aus (16) und (16) ergeben sich sofort reelle Werte fiir 7 und x; es 
ist demnach stets méglich, eine passend in x, y gedrehte spezielle Minimal- 
flache vom Typus (16) als Oskulationsfliche an die gegebene @ in O an- 
zugeben; daraus lat sich nun die gleichmaBige absolute Beschranktheit 
auch der zweiten z-Ableitungen auf ® folgendermaBen beweisen. 

In der durch (16) aus (14) definierten Flaiche ist z zwar keine ein- 
deutige Funktion von 2, y; Uberginge von einem Zweig zum andern sind 


aber nur dort zu erwigen, wo die Regularitit der Ableitungen z, bzw. z 


u 


) Vgl. Darboux, S. 304—305; Spezialfall m= 1, s=—ir. 
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aufhért, und dies ist aus (14) prinzipiell nur fiir rein-imagindre Werte 
von w médglich. Fiir solche w ist hier, infolge der getroffenen Wahl (16) 
von F(w), zugleich auch 

(17) dx=dy=0, 

wahrend dz+ 0 sein Vorzeichen nicht andert; der fragliche Ubergang 


kénnte also nur lings einer der Fliche angehérenden Vertikalgeraden Z 
etwa 


0? 


(17 z=2Z, y Yo 
erfolgen, wobei auf derselben 
(1 7 w tv R v reel] 


sein wirde. Explizit hat man allgemein auf Grund von (16) und (14 


wenn 
(17. w=—u+iv, ul u—tVv 


gesetzt wird, als Gleichung der Oskulationsfliche: 


2 “u” 2 
x Lo eo" (U¢-- = — Uv? 
y | ‘) 
Li Y¥ — Y¥,=2x>ut 
2 t > 
2 2 x? \¢ — vu" 
0 


Die Richtung der vertikalen Tangentialebene in dem zu wv gehdrenden 

Punkte der z-Achse ist durch 

" dy 2v 

Svan 
da 1 —v? 


gegeben, und zu jeder vorgeschriebenen solchen Richtung gehéren dem- 


nach zwei reelle Werte von v mit dem Produkt 1; jede Ebene durch 
die Vertikale Z, schneidet also die Flache, auBer in Z, selbst, noch in 


zwel getrennten Kurvenzweigen, wobei nur fiir v=- 0 der andere Zweig 
mit v=oo) im Unendlichen fortfallt. Dies geniigt aber, um den ent- 
scheidenden Schnittpunktsatz (§ 6) fiir den betrachteten Fall giiltig zu 
gestalten. 

Es handelt sich hier darum, zu zeigen, daB eine geschlossene Kurve A, 
mit eineindeutiger xy-Projektion K; auf der Flache (17* ) ein einde uliges 
inneres z beansprucht, sobald sie zugleich auf einer gegebenen reguliren 
Minimalflache ® mit eindeutigem inneren z liegt. Wenn nun die zy- Pro 
jektion K," von K, den kritischen FuBpunkt (z,, y,) von (17*) nicht 
umschlieBt, so ist jene Eindeutigkeit nach dem Vorangegangenen bereits 
gesichert. Die Vertikalachse Z, darf dabei (und dann in einem einzigen 


Randpunkte) von ® geschnitten werden. Aber ein UmschlieBen von (2,, y, 








72 Ch. H. Miintz. 


durch K,” kommt tatsiichlich nicht in Frage: denn die betrachtete Hilfs- 
flache (17*) hat, von (2, Yo, 2%) aus gesehen, den Zusammenhang einer 
Schraubenfliche mit unendlichem Héhengang um die Z,-Linie z= z,, 
y= Y», und die iiber K,” mit eindeutigem z gebildete Linie K* wiirde 
sich gegen die Voraussetzung nicht schlieBen. 

Alle Uberlegungen des §6 bleiben daher fiir den Schnitt der Osku- 
lationsfliche (17*) mit der gegebenen Fliche ® bestehen. Die betrachtete 
Oskulationsflache hat somit sechs verschiedene Schnittpunkte mit der Rand- 
kurve K von ® gemein und ist also notwendig unter denjenigen, mit K 
a priori gegebenen solchen Flachen zu suchen, die (nach einer passenden 
xy-Drehung) eben von vornherein durch sechs Punkte auf K gehen. Die 
Flache selbst ist iibrigens stets schon durch fiinf Punkte bestimmt: neben 
dem Tangens 7 des gesuchten Drehwinkels kommen niamlich als Un- 
bekannte nur noch 2,, yp, 2, und x~* aus (17%) in Betracht. Die jeweilige 
3estimmung der gesuchten Fliche aus fiinf verschiedenen Punkten der 
gegebenen Randkurve K erfolgt, wie man sieht, auf Grund von algebraischen 
Gleichungen; nur reelle Lésungen sind dabei von Belang. Was aber hier 
eigentlich interessiert, ist allein die Frage, ob auf der so gewonnenen 
Grundlage ein Wachsen von r*-+-s* iiber alle endlichen Grenzen hinaus 
bei der Annaherung an den Rand K iiberhaupt noch in Frage kommt: 
ob also, wie der Vergleich von (16) und (16) lehrt, x»—0 fiir eine 
passende Folge von Punktquintupeln (x*, y*,z*),...,(z¥, y%, 25) auf K 
befiirchtet werden kénnte. 

An sich erhalt man fiir x aus der Bedingung, daB die gesuchte (ge- 
drehte) Hilfsfliche ®* vom Typus (17*) durch jene fiinf gegebenen Punkte 
gehen soll, durch gewéhnliche Elimination eine algebraische Gleichung mit 
von 2*,...,2* abhangigen Koeffizienten, und man braucht dann in der- 
selben nur x= 0 zu setzen, um das Eintreffen des duBersten Falles zu 
priifen. Einfacher erledigt sich aber diese Priifung dadurch, daB man in 
(17*) u=x-!u*, v= x-'v* setzt und nun erst zu x — 0 iibergeht: es 
entsteht y= 0, die Fliche artet im Grenzfalle zu einer Vertikalebene 
aus. Algebraisch auBert sich dies darin, daB in der Grenzgleichung fiir 
x= die dritten Koordinaten z*, ..., z* iiberhaupt nicht vorkommen, 
wahrend (z*, y*), ..., (2%, y*) in gerader Linie liegen werden. x — 0 
kame also in der Eliminationsgleichung fiir x nur dann in Frage, wenn 
die gegebene Randkurve K tatsichlich Quintupel aus verschiedenen Punkten 
ee beliebiger Nahe irgendeiner festen Vertikalebene E* be- 
siBe, und zwar auf Oskulationsflichen ®*, die auch in der Richtung dort 
beliebig wenig von E* abweichen. Dies aber ist nun dadurch aus- 
geschlossen, da& K nach bereits getroffener Voraussetzung (§ 7) neben 
einer konvexen xy-Projektion keine vertikale Schmiegungsebene besitzt. 
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Es wird daher die sich ergebende Gleichung fiir x» — auf deren wirkliche 
(elementare) Aufstellung hier kein Wert gelegt zu werden braucht — not- 
wendig eine gewisse positive untere Schranke x, des absoluten Betrages 
von x fiir je fiinf Punkte von K (mit reeller Durchgangsfliche ®,) liefern. 
Oder, was nun dasselbe ist: es existiert eine mit algebraischen Mitteln 
bestimmbare, allein von der gegebenen Randkurve K abhingige, endliche 
Konstante M, derart, daB die zweiten z-Ableitungen der durch K gehen- 
den reguliren Minimalflache ® — im Falle der Existenz dieser letzteren 


durch M, gleichmaBig fiir alle inneren xy-Gebiete Z, unter ® absolut 
beschrankt sind: 


~ *&* j 
z |< s I< l< 
(17 ) 2.21 M, , lz,,1|S M,, |z |S M,. 
Fiir den vorliegenden Zweck haben wir jetzt nur noch in analoger 


Weise auch die entsprechenden dritten und vierten z-Ableitungen zu be- 
schranken. 


§ 10. 
Hyperoskulation. 


Zwischen den vier dritten z-Ableitungen a,...,d fiir eine regulire 
Minimalflache ® bestehen auf Grund der Ausgangsgleichung 


(18) (1+ q*)r —2pqs+(1+p*)t=0 


die beiden Beziehungen: 


1g (1+ g*)a—2pqb+(1+ p*)c=2p(s*?—rt), 
(18) 
(1+ 9q*)b—2pqe+(1+ p*)d=2q(s* — rt). 


Nachdem also p,...,¢ bereits absolut beschrinkt worden sind 

vgl. (13), (17°*) —, wiirde eine analoge Beschrankung fiir a, b allein 

auch diejenige von c und d nach sich ziehen; es interessiert also bei der 

Hyperoskulation nur die Frage, ob dort a*+ b° = x~* iiber alle Grenzen 

wachsen kann — was wieder sich mit algebraischen Mitteln als unmédglich 
herausstellen wird. 

Algebraische Minimalflachen werden erzielt, indem fiir F(w) in (14) 

die dritte Ableitung einer algebraischen Funktion ®(w) genommen wird"). 


Wir wahlen fiir 0 < |x| <1: 
19) P(w)= —tx(aw+ tpw* + yw*) (nu? — w*)*, 


a,..., reell und konstant gedacht, und behalten uns vor, y zuletzt in 


4) Vgl. Darboux, 8. 289-292; die Integ-ationen in (14) sind dann explizit aus- 
fiihrbar. 
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passender Weise sehr groB (jedoch fest) zu nehmen; |x| > 1 interessiert 
iiberhaupt nicht. Es ist jetzt: 
19) F(w) = @'" (w) 1 ¢%(u* — w? “3 
{15 (aw + iBw>+ yw* 45(2aw*+ 3¢8w* + 4yw't)(u?—w?* 
15 (a+ 4ifw+ 9yw?)(u?— w?)” — 6 y(n? w?)”? ‘ 


Die so charakterisierte Flaiche um einen gewissen Winkel parallel 
: . a ° ~ 
zur zy-Ebene zu drehen, heiBt hier wiederum — vgl. (15°) F(w) zu 


ersetzen durch: 


2 


(l—itw) \l—tt 

Wir haben zunichst zu priifen, ob fiir hinreichend kleine x, wie sie 
hier allein interessieren, stets eine reelle Hyperoskulationsfliche des be- 
trachteten Typus zu gegebenen p,..., 6 wirklich existiert; aus Stetigkeits- 
griinden geniigt es hierzu, infolge der elementar itibersehbaren Beschaffenheit 
der aufgestellten Gleichungen, festzustellen, da8 nach erfolgter Drehung zu 
p=0 vgl. § 8 die in Frage kommenden Parameter «,..., u, 7 fiir 
x —» 0 jeweilig reellen Werten zustreben wiirden. Wir schreiben: 


> 


(19,.) a=x “dy, b=x “D,; a, +b,=1, 


und haben fiir x-—+0 auf Grund von (15) [worin aber jetzt F,(w 
aus (19) statt F(w) zu schreiben ware, wahrend F(w) in (19) durch 


(19) definiert ist ] 


(19 1 


Abgesehen vom gleichgiiltigen Vorzeichen sind hierdurch sowohl f# wie 
a-+-yo*=«’ aus wm (+0, +00), a,, 6, bestimmt und in angebbarer 


Weise absolut beschrinkt: setzt man noch 


Qg , a 3 
If x* « a yo’, u a) 


in (19) ein, so ersieht man sofort, da fiir hinreichend groBe (angebbar: 
y der Ausdruck in der geschweiften Klammer fiir rein imaginire w = iv 
stets das gleiche Vorzeichen bewahren wird, nimlich dasjenige von y. 
Bei sehr kleinen (angebbaren) x > 0 werden sich diese Verhiltnisse 
im wesentlichen nicht indern — auf die elementare explizite Durchrechnung 
braucht kein Wert gelegt zu werden. Fiir solche hinreichend kleinen ~, 
deren obere Schranke von dem fest gewihlten y, M und M, — vgl. (13), 
(7 abhangen wird, existiert jetzt die zugehdrige Hyperoskulationsfliche 
vom verlangten Typus (19); dabei kann eine hinreichende untere Schranke 


fiir |y| ebenfalls durch M und M, festgelegt werden. 
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Solange x nun oberhalb der gewonnenen Schranke x, liegt, sind die 
dritten z-Ableitungen a,...,d damit eo ipso schon (durch M und M, 
selbst) beschrankt; fiir die kleineren x aber fiihrt genau die gleiche Uber- 
legung wie in § 9 bei der einfachen Oskulation zum Ziele. 


Die betrachtete Hyperoskulationsfliche erfiillt namlich auf Grund der 
getrofienen — eben den notwendigen Voraussetzungen angepaBten 
Wahl (19) genau diejenigen Bedingungen wieder, die a. a. O. bei der 
Oskulationsfliche zur Beschrankung der zweiten z-Ableitungen gefiihrt 
haben; es bleibt dies nur noch fiir die Beziehung (17,,) zu verifizieren, 
was ohne weiteres — fir w=u-+-iv, ®=u—iv bei festem v und 
sehr kleinen « — geschehen kann: die fragliche Beziehung gilt stets fiir 
F(iv)+ F(—tv)=0. 

Da die gewahlte Hyperoskulationsfliche (19) durch direkte Integration 
aus (14) explizit in algebraischer Parameterdarstellung gegeben werden 
kann, ist das Problem der wirklichen Beschrinkung der dritten z-Ab- 
leitungen im Innern der Minimalflache ® durch die gegebene Randkurve K 


wiederum algebraisch zu lésen. Ein beliebiges Wachsen von |a|,...,|d 
ist aus dem Grunde ausgeschlossen, weil es — gegen die Voraussetzung 
(s. §7) — das Vorhandensein von sieben beliebig benachbarten Punkten 


von K in der Nahe einer festen Vertikalebene Z* verlangen wiirde, und 
zwar auf Hyperoskulationsflichen ®*, die auch in der Richtung dort be- 
liebig wenig von E* abweichen. Es wird sich also auf alle Fille mit 
rein algebraischen Mitteln eine vom Rande K allein abhingige neue end- 
liche Konstante M, derart angeben lassen, da8 nunmehr fiir alle inneren 


Teile der durch K gehenden reguliren Minimalfliche ® — soweit dieselbe 
existiert gleichmaBig gelten wird: 
bad “ 
(19 Zz3\ < Mz, ...,|2ys| < Ms, 
w. z. b. w. 


In vollig analoger Weise kénnen aber auch etwa die vierten Ablei- 
tungen als absolut beschrinkt nachgewiesen werden — die elementaren 
Einzelheiten diirfen wir nun iibergehn; fiir die Vergleichsflichen wire 


iis 
(19 F(w) = tx {(aw ip w*- yw°t-20 w ow”) (u* we) } 
zu nehmen und o aus M,..., M, entsprechend groB festzulegen; man er- 


halt so zuletzt, mit algebraisch aus K bestimmbarem endlichen M,: 


(19) |ze |< My, ..., |zy| <M, 


und ebeaso kénnte man noch weiter gehen. 
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ll. Potentialtheoretischer Teil. 
§ 11. 
Literaturbericht. 


Nachdem seit den bekannten klassischen Arbeiten von WeierstraB, 
Riemann und Schwarz das Lagrange-Plateausche Randwertproblem der 
Minimalflachen langere Zeit hindurch geruht hat, ist (wie in der Einleitung 
schon erwahnt) das beschrinktere Poissonsche Problem — fiir proportional 
abgeflachte, nahezu ebene Rander aus einem gegebenen K — unabhingig 
voneinander von drei verschiedenen Seiten gelést worden (1909—1910). 
Herr A. Korn**) verwendet potentialtheoretische Methoden und gibt die 
Lésung durch sukzessive Approximationen, Verfasser**) — auf wesentlich 
verwandter Grundlage — auch diejenige durch Entwicklung nach Potenzen 
des Abflachungsparameters ¢«; die benutzten Methoden umfassen den Fall 
Hélderscher zweiter Ableitungen bei der Ausgangskurve K, der Grund- 
bereich Z* braucht dabei nicht konvex zu sein. Herr S. Bernstein "*) 
beschrinkt sich auf den rein analytischen Fall und fiihrt den Existenz- 
beweis, von der analytischen Grundlésung z = 0 aus, mit Hilfe besonderer 
von ihm eingefiihrter Majoranten (,, Normen“)**) durch. 


In den vorbereitenden Betrachtungen schon zu diesem beschrankten 
Existenzbeweis (fiir sehr kleine ¢) ware iibrigens bei Bernstein u. E. noch 
eine gewisse Liicke auszufiillen: fiir die diffizileren radialen Ableitungen 
—_— - am Kreise mit den Polarkoordinaten 9, 0 diirfen wohl nicht ohne 
ce ee 
weiteres **) die gleichen Abschitzungen in Anspruch genommen werden, 
wie fiir die Tangentialableitungen a, 

cé 


Bernstein versucht aber noch, weit iiber das Poissonsche Teilproblem 
hinaus, durch wiederholte analytische Fortsetzung bei konvexen Grund- 
bereichen zu gréBeren ¢, bis «1, zu gelangen: also zum Plateauschen 
Problem selbst, das bis dahin allen Lésungsmethoden widerstanden hatte. 
Als Grundlage dienen auch ihm gewisse gesignete Abschatzungen fiir die 


#2) Uber Minimalfiachen, deren Randkurven wenig von ebenen Kurven ab- 
weichen“. Abh. d. Berl. Akademie 1909. 

8) .Zum Randwertproblem der partiellen Differentialgleichung der Minimal- 
flichen“, Inauguraldissertation (Berlin), abgedruckt im Journ. f. d. r. u. a. Math. 139 
(1910). 

*) Vgl. FuBnote '), 1. c. 8. 107 ff. 

) Vgl. FuBnote *). 
**) Math. Ann. 69 (1910), S. 99. 


. 
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zweiten Ableitungen z:;, z:,, Z,, der am Rande des Einheitskreises Z 
verschwindenden Lésung der inhomogenen Potentialgleichung: 


(20) Z:e-+2,,=F(E,n), (2*=0), 


mit bekanntem F. Man wei6, daB im allgemeinen die Kontinuitatseigen- 
schaften von F(é, 7) sich durchaus nicht auf die zweiten z-Ableitungen 
selbst iibertragen lassen; aus der Stetigkeit von F (in und auf 2) folgt 
z. B. noch nicht einmal die Existenz jener Ableitungen*’), und durch 
Differentiation lé8t sich das analoge negative Resultat auch fiir héhere 
z-Ableitungen aussprechen, wenn F(é, 7) als entsprechend oft differenzier- 
bar vorausgesetzt wird. Es ist daher von Bedeutung, gewisse Eigenschaften 
fiir F festzulegen, die doch noch auf die kritischen zweiten z-Ableitungen 
iibergehen. Korn und Verfasser benutzen hierzu (ll. cc.) die klassisch 
gewordene Héldersche Bedingung‘'*); Bernstein bildet**), aus dem als 
reguliér analytisch vorausgesetzten Gesamtverlauf von F(&, 7) in und auf 
E, gewisse sehr starke Majoranten (,,Normen“* von F), aus deren oberen 
Schranken sich ebensolche fiir die entsprechenden Normen von z 


Es 2y> 2m 
herstellen lassen. 


Alle Ableitungen von F(é,) in und auf Z gehen implizit in die 
Norm von F ein. Daneben benutzt Bernstein (ll. cc.) aber auch gewisse 
schwdachere Majoranten, fiir deren Abschitzung schon endlichviele Ab- 
leitungen von F geniigen: a) ,,trigonometrische Moduln“ und b) ,,nor- 
mierte trigonometrische Moduln“, bei denen die eigentliche starke ,, Nor- 
mierung“ nur in einem inneren Teilgebiet von E erfolgt. Nach den oben 
erwahnten Ergebnissen von Herrn Petrini — s, FuBnote **) — kann man 
dann aus gegebenen absoluten Schranken dieser schwicheren Majoranten 
fiir F(&,) keineswegs analoge Schranken fiir die zweiten z-Ableitungen 
in (20) herleiten: ganz im Gegensatz zu den eigentlichen Normen, bei 
denen ein solches Ergebnis tatsichlich erzielt wird. 

Wenn also Bernstein an der entscheidenden Stelle seiner Arbeit °°) 
die betreffenden Abschaitzungen dennoch an den ,,normierten trigono- 
metrischen Moduln“ statt an den nicht mehr erreichbaren Normen selbst 
vornimmt, und wenn die gleiche SchluBweise dann bei jeder neuen ana- 
lytischen Fortsetzung wieder ausgeiibt wird, so ist dieses Verfahren wohl 
nicht mehr als zwingend anzusehen; die daselbst (ibid. Z. 11 v. u.) gegebene 


Berufung auf friihere Sitze erscheint unverstandlich. Die Frage nach der 


*) Vgl. insb. die Abhandlungen von Herrn H. Petrini: Acta Mathem. 31 (1908); 
Journ, de Math. (6) 5 (1909). 

18) Vgl. Encyklopidie I1 C3, § 30. 

1%) Vgl. FuBnoten *) und ’). 

20) Math. Annalen 69 (1910), S. 109. 
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3estimmung der Lésung aus der Abschitzung endlichvieler Ableitungen 
von z bleibt auf solche Weise wieder ganz offen: gerade dieses Problem 
ist es, das durch die hier gegebenen Methoden erledigt werden soll. 

Wiirde der regulire analytische Charakter einer Minimalfliche ®(e) 
durch eine proportional abgeflachte Randkurve K(é) aus der gegebenen 
K(1 K in Z* und auf K* nack den bisherigen Bezeichnungen 
irgendwie schon feststehen, so kénnte man an sich von z(é) aus durch 
analytische Fortsetzung zu ,,benachbarten‘ gréBeren e ebenso gelangen, wie 
beim Poissonschen Grundfall e = 0, z= 0. Die (nach 8. 76 zu erginzende) 
Bernsteinsche Methode wiirde fiir jenen Fall giltig bleiben **); die ent- 
sprechende Erweiterung der Methoden von Korn und Verfasser verdankt 
man, innerhalb eines allgemeineren Rahmens, Herrn Lichtenstein**), Aber 
der wirkliche Nachweis des reguliren analytischen Charakters von z(«) 
auch noch am Rande K* des Grundbereiches Z* kénnte erst aus einer 
detaillierten, hinreichend giinstigen, gleichmaBigen Abschatzung aller z-Ab- 
leitungen in Z* und auf K* gewonnen werden; das Fehlen einer solchen 
Abschatzung erscheint uns als diejenige Liicke in der Bernsteinschen Lé- 
sung, die vermutlich nur schwer zu beheben sein diirfte**). 

Die hier befolgte Methode (§§ 12—14) ist bloB auf die ersten vier 
Ableitungsordnungen eingestellt; es wird sich herausstellen, da8 dieselben 
fiir die Erledigung des Randwertproblems ausreichen. 

Allerdings kénnen so, neben der Lésung selbst, nur beschrankte Ab- 
leitungen der ersten zwei Ordnungen, sowie Hdéldersche dritte Differenzen- 
quotienten gleichmaBig fiir alle inneren Bereiche Z, von Z” sichergestellt 
werden, sobald die dritte Randkoordinate z* der Ausgangskurve K eine 
neunmal stetig differenzierbare Funktion der Grundbogenlinge s* dar- 
stellt, fiir 2* und y* am Rande K* das gleiche gilt, Z* konvex ist, und 
schlieBlich K keine vertikale Schmiegungsebene besitzt. 

DaB die Ausgangslisung z(#)—1.c. 8.107 — dort stets auch noch am 
Rande als regulir analytisch gesichert werden muB8, folgt aus der Verwertung ihrer 
Normen beim weiteren Beweise (S. 108). 

,Untersuchungen iiber zweidimensionale regulire Variationsprobleme“, Mo- 
natsh. f. Math. u. Phys. 28 (1917), S. 3—51, insbes. S. 25 ff, ferner: Math. Zeitschr. 5 
1919), S. 34—40 ' 

*%) Bei der impliziten Bernsteinschen Beschriankung der héheren z-Ableitungen 
l. ce. S. 114) wird die Existenz derselben auch noch am Rande K® stillschweigend 
vorausgesetzt; der Existenzbeweis selbst wiirde dort wieder erst aus dem regularen 
analytischen Verhalten der Ausgangslésung z(@) auch auf K* erbracht werden kénnen. 
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§ 12. 
Die Jacobische Gleichung. 


Setzt man in die Lagrangesche Gleichung (1) des Problems fiir sehr 
kleine Abflachungsparameter e: 


20) z eZ, 
wobei am Rande Z* = z* durch die Randwerte der urspriinglichen Kurve 
K (¢ 1) vorgeschrieben ist, so erhalt (1) die Gestalt: 
r ee “nn 7 ’ 
+) Z,.+ %Z,, =e F(Z,,..-, Sy). 

Die Grundlésung fiir «= 0 ist demnach die zu den gegebenen Rand- 
werten z* gehérende gewoéhnliche Potentialfunktion z,; fiir die weiteren 
analytischen Ansatze suwohl bei sukzessiven Approximationen wie bei 
der Entwicklung nach Potenzen von e — hat man dann nur immer wieder 


: : om ; »%* . 
Poissonsche Differentialgleichungen vom Typus (20) mit auf K~ verschwin- 
denden (,,Haupt‘-) Lésungen zu betrachten (Korn, Verfasser, II. ec.). 


Wird aber als Grundlésung fiir weitere analytische Ansatze ein bereits 


gewounenes 7 = z(e) fiir festes endliches « 0) genommen, so hat man fiir 
{) é é € , 

bei neuen passend kleinen e’, zu setzen: 

20* = 7+ e'Z, 

mit 

20 oe Z* —z* (wie bei K selbst) 

am Rande. Wir schreiben zur Abkiirzung: 

aoe D, 20, 8, wt; Z,=P,...,4,,=1, 


f 


worauf die Fundamentalgleichung (1) des Problems, nach Einsetzung aus 
20*), die folgende Gestalt annimmt: 


21 (] q°)R 2pq8 (1+ p*) T+ 2(pt —qs)P+2(gr ps) 
e’ F.(p, ..., T) +e"? F,(p,..., T) = 9, 


mit leicht angebbaren expliziten Ausdriicken fiir F,, F,. Man fiihre jetzt. 
in Anlehnung an § 1, als neue unabhingige Variable 
(ny 

“(1+ q@*)dy+pqdz 


21 f=2, << 
jl+p*+q° 


* 
{Los Yo) 


ein, wobei so dy natiirlich wieder ein vollstandiges Differential darstellt ; 











Qi) Ch. H. Miintz. 


die in (21) gewonnene Jacobische Differentialgleichung des Problems**) 
geht alsdann iiber in: 


(91) (1+ 9*)(Zee + Z,,) — 2(qe — pt) Z; — 2(ps + gt) Z, 

e’ F, +e’? F,=0, 
wobei es in den nicht ausgeschriebenen Ausdriicken F,, F, nur darauf an- 
kommt, da®B die auftretenden endlichvielen Produkte der betrachteten 


Z-Ableitungen mit angebbaren, stets endlich bleibenden Faktoren in 
p,..-,t behaftet sind. 


Wir setzen weiter, neben + 1 + p*+q*=V(>0), 
(&.») 

' ait fqs—pt ,. ps+qt y-1 ® 

21, log W " Tra? 2 13a | dns; 
(&, %o) 


auf Grund von (21) und unter Zuhilfenahme von (18) bis (18) iiberzeugt 


. . i | . o o- . 
man sich leicht, daB W so durch ein regulires Integral iiber einem 
vollsténdigen Differential definiert ist. (21) laBt sich daraufhin, nach 
elementarer Durchrechnung, in der folgenden Gestalt schreiben: 


+e’? Wy; 


1 


(21* 1(WZ)—2°—"wZ—.'W. 
= 


‘AU U:: T Oo: W. e * a Pd. 


. 1,32 

Aus (18) hat man dabei stets s*? — rt>0. 

Um die Aufgabe selbst auf den Fall zuriickzufiihren, in dem die 
Randwerte identisch verschwinden, setzen wir zuletzt: 
‘ 7 1 - - * 
(21 .,) Z=e F+¢;3 C 0, 
und erhalten aus (21*) nach erneuter elementarer Rechnung, unter Be- 
riicksichtigung von 47 = 0 (vgl. § 1): 


_ e*—rt > r+t ww , — 

22 A(Wl) —2——- Wl = 2:2 ; -V +e’ W, 4 fo 
l + q~ 1 + q~ 

Es sind hierbei noch einige Worte iiber das Auftreten von ¢~* zu 

sagen; bei den bereits als erledigt zu betrachtenden (vgl. § 11) sehr kleinen 

é€>0, von denen wir zuniachst ausgehen miissen, gilt die Entwicklung: 


F = . = ! *_ Ss 
<< 2 825 TE 2 Tee ey Zo 2°35 


. -1 
42, = 0, lim é Z22=2, 
e720 


also auch in der Grenze behalt ¢~*Z einen wohldefinierten Sinn. Bei der 
Abschitzung der z-Ableitungen der ersten vier Ordnungen (§§ 7—10) kann 
man von Anfang an auf diesen Umstand Riicksicht nehmen, in allen be- 


**) Diese fiir «’ = 0 iibliche Bezeichnung sei hier allgemeiner gebraucht. 
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treffenden Gleichungen, bei beliebigem ¢ (0 <<@<1). stets z= ez setzen 
und die Abschitzungen direkt fiir @~*z,..., @ *t,..., @ ’d,... vor- 
nehmen. Die endlichen oberen Schranken verbleiben auch hier, da die 
notwendigen und hinreichenden Bedingungen hierzu (§ 7) sich offenbar von 
K = K(1) ohne weiteres auf alle K(e) iiberhaupt iibertragen. Man darf 


somit nach geringer Abinderung der bisherigen Bezeichnungen allgemein 
schreiben: 


(22) 7|s2eM,; p\seMm,..., |d|seMmM,,.. 


mit endlichen, aus der urspriinglichen Kurve X allein explizit (mit alge- 
braischen Mitteln) bestimmbaren Konstanten M,,...,M,. U. a. hat 
man jetzt also: 


(22,) é"(r+t)|<2M,; 


aber auch ohne diese Feststellung wiirde ¢~*, fiir das ja bereits eine end- 
liche Schranke als gewonnen anzusehen ist (§ 11), die weiteren Ausfiih- 
rungen nicht stéren. 


§ 13. 
GleichmaBigkeitssitze. 


Es gilt nun zu zeigen, daB die Auflésung von (22) durch sukzessive 
Approximationen bzw. durch Potenzentwicklungen nach e’ stets eine gleich- 
maGig fiir alle « (>0, <1) endlich bleibende, positive untere Schranke e* 
der Reichweite «’ liefern wird; hierzu wird die Ableitung einiger poten- 
tialtheoretischer Satze iiber variable &y-Bereiche Z* niitzlich sein. 


Fiir den hier zu betrachtenden Bereich Z* gelten die Transformations- 
gleichungen (21); der zugehérige xy-Bereich Z* ist dabei von vornherein 
fest gegeben. Man nehme zunichst die Linge des urspriinglichen Bogens s* 
des Z"-Randes K zur unabhingigen Variablen, die Ableitungen nach s* 
seien durch Punkte charakterisiert. Wir setzen einfachheitshalber ¢, = 7, = 0; 
offenbar ergeben sich aus (21) sofort absvlute Schranken fiir é,..., % 
lings des Randes K*; infolge der Beschrinktheit auch noch der dritten 
Ableitungen von p und q kénnen ferner noch die ersten Differenzen- 
quotienten von £,% nach oben absolut beschrankt werden. 

Es sei nun K* der Rand von Z* in der &y-Ebene, o die zugehdrige 
Bogenlange; wihlt man jetzt o zur neuen unabhangigen Variablen, so er- 
halt man auf Grund von (21) wiederum endliche absolute Schranken auch 
fiir die neuen Ableitungen &’,..., 7”, sowie fiir die ersten Differenzen- 


quotienten der beiden letzteren. Es existiert daher eine endliche, aus 
Mathematische Annalen. 94. 6 
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M,..., M, elementar angebbare Konstante A, derart, daB man fiir hg 
haben wird: 


et mi ‘a 
: Ei,-- im | SA; 
(23) ”"r 5 » “rn "rn 

E"(o+r)—6€ . [9 (o-+1)— 9” (o)| SAh,t, (rx >0). 


Die betrachtete 7-Kurve K* hat also Lipschitzsche Kriimmungs- 
ableitungen, mit dem Exponenten 1. Es ist indes bekannt, daB gerade 
dieser héchstmégliche Exponent sich in den meisten potentialtheoretischen 
Fallen nicht durchweg aufrechterhalten la8t*°); in solchen Fallen kann 
dann 1 a fortiori durch einen bequemeren (wenn auch an sich ungiin- 
stigeren) Hélderschen Exponenten 4 (0 <4< 1) ersetzt werden, sobald 
, entsprechend modifiziert wird. Ohne Einschrankung der All- 
gemeinheit sei hier die gréBte Sehne der gegebenen Ausgangsprojektion K* 


nur auch h 


in der xy-Ebene gleich 2 angenommen; aus (21) findet man dann fiir 

die gréBtmégliche Sehne von K” unschwer 6M, der o-Bogen iiber einer 
to om = : 2 

K"-Sehne von der Linge / fallt stets kleiner als 83.M™/ aus, und man hat: 


23 a P (18.M°)! Ag 


was dann geniigt. — 
Nun gilt der folgende Satz: 


Es sei K eine geschlossene, in ihren dritten Ableitungen hélderisch 
a? 


(0 < 4’ < 1) bzw. lipschitzisch (4’= 1, h = h,) beschaffene £y-Kurve mit 
der Bogenlange o und den Bedingungen: 


E|,...,|/9"(0)|< h; 


(o)|, |” (o+14)—79""(0)| <he*; 


ferner sei f(a) eine gegebene Randfunktion mit den analogen Bedingungen: 


a rr - _r ”"" 2 ra 
cog tt Dee: f (o+rt)—f (0) Cr’, 
(23,) 
4 2 of 
e< ec i, he 


+ 


F(&,%) sei die zu den Randwerten f(c) gehérende, regulare, innere 
. ° , ° “”"7 ° ° ° e e 
Potentialfunktion, F bis F  bedeute irgendeine ihrer ersten bis dritten 


- 


Ableitungen nach é und ». 


Alsdann gelten fiir beliebige Punkte des von K™ umschlossenen é »- 
Bereiches Z* die Beziehungen: 


*) Auch wird daher oft der u. U. noch erreichbare Fall 4’ = 1 beiseite gelassen; vgl. 
indessen O. D. Kellogg, Transactions of the Amer. Math. Soc. 9 (1908) und 13 (1912). 
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mw 


|\Fi,..../|F |< HC; 
(23*) F’''(é +0 cosa, » + sina) — F’'(é,n)| <HCo’, 
H= H(i,h), 
worin also H von 4 und h allein abhangt. — 


Soviel wir sehen, ist die zuletzt hervorgehobene, fiir héhere Rand- 
wertprobleme wesentliche GleichmaBigkeit in der bisherigen Literatur noch 
nicht bewiesen worden. Die wichtigen einschligigen Resultate von Korn**) 
beziehen sich auf feste Grundbereiche, die jeweilig in eine endliche Anzahl 
von ,,nach innen konvexen“ Gebieten zu zerlegen sind; bei beliebig variablen 
Bereichen ist aber die betreffende Zerlegungsanzahl nicht mehr beschrankt, 
und die anzuwendenden kombinatorischen Methoden sind dadurch in Frage 
gestellt. Bei der Behandlung des Gegenstandes durch Integralgleichungen*’) 
lag der Schwerpunkt der Beweisfiihrung auf der Tatsache, daB der zuge- 
hérige Fredholmsche Nenner D (1) von Null verschieden ausfallt; der Nach- 
weis fiir ein festes Gebiet (ll. cc.) 14Bt aber nicht erkennen, da8 die untere 
Grenze d(1) von |D(1)| bei variablen Gebieten der Klasse (23) von O 
verschieden ausfillt — D(1) kénnte méglicherweise erst vom Gesamt- 
verlauf der betrachteten Kurve K*, und nicht nur von / und & allein 
abhingen; dieser fiir das Folgende wichtige Punkt wire hier daher noch 
zu erledigen. 

Aus den Randwerten f(o) wird F(é, 7) in der Fredholmschen Theorie 


bekanntlich als Potential einer Doppelbelegung w (oc) gewonnen, wobei der 
Zusammenhang 


‘ o/ ' , . , . d1 n(o)—(r) 
(24) f(a) p(s) + f K(o,t)(t)dt; K(o, t)= 5 = 88 FF) 
besteht; + bedeutet (wie o) die Bogenlinge des Randes K*, das Integral 
— wie auch die folgenden — ist im positiven Sinne einmal um diesen 
Rand zu erstrecken. Die zugehérige allgemeinere Integralgleichung 


(24) f(o) = (0) +af K(o,t)@(t)dr, 
mit dem gleichen Kern K(a,r) ist besonders eingehend von Herrn J. Plemelj 
untersucht worden**), 


Fiir jede Einzelkurve K* ist sicherlich D(1) — der fiir die Ab- 
schitzungen entscheidende Nenner in der Fredholmschen Entwicklung 





*6) Lehrbuch der Potentialtheoric, Berlin 1899, 2, Teile IV, VI; vgl. ferner die 
Angaben in der Enzyklopidie IIC3 (Lichtenstein), §§ 6—8, insb. FuBnote ™); 
8g 18—20, 30. 

*?) Enzyklopadie, ibid.; insbesondere aber auch J. Plemelj, Monatsh. f. Math. und 
Phys. 15 (1904), 8. 383; ferner: Potentialtheoretische Untersuchungen, Leipzig 1911, § 25. 

*8) Siehe FuBnote *’). 


6* 
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von (a) — von Null verschieden (> 0): der kleinste positive Eigen- 
wert a, von (24) ist namlich stets >1 (Il. cc.). Es sei nun d(1) die 
untere Grenze von D(1) fiir alle K* der Klasse (23), Ky eine unendliche 
Folge aus dieser Klasse, bei der die zugehérigen D,(1) gegen d(1) kon- 
vergieren. Infolge der vorausgesetzten Eigenschaften (23) fiir alle Ky, 
kann man aus denselben sicherlich in gewohnter Weise eine Teilfolge K, 
derart herausgreifen, da8 dann é,..., 7” gegen die entsprechenden GréBen 
einer Grenzkurve K* konvergieren, die selbst notwendig ebenfalls zur 
gleichen Klasse (23) gehéren wird. Die zugehérigen D,-(1) konvergieren 
dann, auf Grund der Definition der ganzen Nennerfunktion D(a), gegen 
die zu K® gehérende entsprechende Konstante D, (1); die gesuchte untere 
Grenze d(1), gegen die nach Voraussetzung alle D,(1) — und also auch 
Dy(1) — konvergieren, fallt daher mit dem gewonnenen D,(1) z- 
sammen. Da8 aber letzteres nicht Null sein kann, ist bereits, weil fiir 
jede stetig gekriimmte Einzelkurve giiltig, mit Sicherheit bekannt; die 
verlangte GleichmaBigkeit der Abschitzungen (23*) ist damit auf Grund 
der expliziten Fredholmschen Darstellung fiir F(é,) bewiesen. — 

Als wichtige Folgerung seien daraus die folgenden Abschitzungen 
fiir die (erste) Greensche Funktion G = G(X, Y; &,) des betrachteten 
Bereiches Z* mit den Randbedingungen (23) angegeben: 


|G|<Hylogr,; — |G"|SHyre*s — |C"| < Hare”: 
|@"(X,,¥,5 & 0) —@"(X, ¥; én) S Be (re 8+ 16 *) 103 
(24) Hi, = H, (i', h), 








\2 
_— ”) . 


(yar + V(X—6)'+(¥—9)s «= +V(z,-—2)4+(F 


1 
gas 4 V(X. — ¥) +(Y,—F)). 

Ein zweiter Beweis dieser fundamentalen Beziehungen ergibt sich, nach 
Riicktransformation (21) aller Betrachtungen auf die feste xz y-Ausgangs- 
kurve K*, hier wie im folgenden, durch direkte Anwendung bekannter 
potentialtheoretischer Methoden™). 

Auf Grund dieser Ergebnisse la8t sich nunmehr der folgende weitere 
Satz beweisen: 

Es sei U die an einem Rande K*, mit den Bedingungen (23), ver- 
schwindende (,,Haupt‘-)Lésung der inhomogenen Potentialgleichung 


(24,) AU=f(é,7n); 


*°) Vgl. FuBnoten **) bis **). 
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die gegebene Funktion f(&,7)=f mége dabei einer Hélderschen Be- 
dingung geniigen: 
(24*) | f(&, 7) | < C = Const.; 

~ ° |f(&+ecosa, »+esinc)—f(§,n)|SCe*, O<i<l. 


Dann gilt fiir U selbst, sowie seine partiellen Ableitungen der beiden 
ersten Ordnungen: 
|Uj, |U'|, |U" |< mH*e; 
(24.,) | U" (E+ 0 cosa, » +o sing) — uU"(é, n)i< mH*Co’; 
m= m(A), H* — H*(i',h). 
Nach klassischen Satzen ist jedenfalls 


(24**) U(x, Y)=— ‘| G(X, Y; &,n)f(é, n)dédn, 
(2°) 
und hieraus ergeben sich die verlangten Abschitzungen (24,,), insbesondere 
die gleichmaBige Abhingigkeit der Konstanten m und H* von 4 bew. 
4’ und h allein auf Grund der Beziehungen (23) bis (23*), (24), (24*) ge- 
nau ebenso, wie dies z. B. Verfasser in seiner Dissertation®®) fiir den Fall 
des Einheitskreises durchgefiihrt hat; einige erginzende Bemerkungen werden 
fiir die neue Verallgemeinerung geniigen. 
Es sei H(&,») diejenige harmonische Funktion, die auf K* die 
Werte }£* annimmt: man hat also nach (23) bis (23*): 
. |H|,...,|H” |< 5 Ha’; 
(25) " alll 
|H (€+ 0 cosa, 7+ osina)—H (&,)| < Hh’ o. 
Die Hauptlésung U der Poissonschen Gleichung 
A0U=1, (U*=0), 


ist nunmehr auf zwei verschiedenen Wegen gegeben, namlich durch: 


(25) —H+ pe =—2 [fern X,Y)dXdY, 
(2°) 


. . . 5,00 
und man gewinnt daraus fur U in (24°): 


(25) U(é,)= (- H +3¢") f(é, 7) 


Wi i , , , 
+a | tre. n) — f(X, Y)] @(&,.n; X, Y)dXd¥. 
“a (z*) 
3°) Vgl. FuBnote **); auch die betreffenden verwandten und z. T. friiheren Korn- 
schen Methoden — vgl. FuBnote **) — fiihren nun zum Ziele. 
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Die Méglichkeit zweimaliger Differentiation unter dem Integralzeichen 
erscheint nun gegeben, der |. c. befolgte Weg ist unverandert zu benutzen; 
an einer Stelle (vgl.1.c.S.19) ware nur noch die harmonische Funktion 
mit (etwa) den Randwerten é* zu betrachten —- sie ist genau analog zu 
H abzuschitzen (25). 


Die Abschitzungen (24,,) kénnen so als bewiesen angesehen werden; 
die Vorbereitungen zur Bestimmung von ¢ aus (22) sind damit erledigt. 


$14. 
Auflésung. 


Es sei nunmehr 
(26) 4U=A(E,n)U+ f(é, n), A=0 


vorgelegt; A sei, analog zu (23), einer Lipschitz-Hélderschen Bedingung 
mit dem Exponenten 4’, 7 nach (24*) einer Hélderschen mit dem Exponenten 


4 <1 unterworfen — was z. B. in (22) fiir «’=0 schon zutrifit; gesucht 
wird wieder die Hauptlésung mit 

(26) v* = 0 

am Rande. 


Das betrachtete Problem tritt allgemein in der Variationsrechnung 
durch Reduktion der Jacobischen Differentialgleichung auf, und es ist 
vielfach der Gegenstand eingehender Untersuchungen gewesen™); wir 
nehmen indes die benétigten Entwicklungen ab ovo vor, um auf Grund 
von § 13 gleichmaBige Abschatzungen vom Typus (24,,) auch hier fiir U 
sicherzustellen. 

Zur Abkiirzung schreibe man eindimensional: 


(26) (X,¥)=0, (8 n)=x; dédn=dz; Sf=f, 


und setze: 


(26,) + VA(@)U(#) = (8); ¢- 1A) G(9, z)IA(z) = K'(8,2) = K, 
wobei G(#, 7) wieder die erste Greensche Funktion des betrachteten 
£n-Bereiches Z* ist, fiir die man die nétigen Abschitzungen, bis zu 
G; —Gi einschlieBlich, bereits kennt (24). Der wie K' selbst sym- 
metrische erstei terierte Kern aus K' heiBe kK", ferner sei in durchsich- 
tiger Abkiirzung 


- $ VAD) | @(0,2) f(2)dx =9(0) = 9; [xo=9' 


**) Angaben iiber altere Literatur etwa bei A. Korn: Abhandlungen zur Potential- 
theorie, Berlin 1902, IV; iiber neuere z. B. bei L. Lichtenstein, Math. Zeitschr. 5 
(1919), S. 29. 
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genannt; alle hier vorkommenden Integrationen seien — vgl. (26) — 
stets iiber den ganzen Bereich Z* ausgedehnt gedacht. 


Man erhaélt aus (26) nunmehr: 
-. 714 1 / , 1 ‘ . 
(27) U(8é)+ F. [6 (0, 2)A(z)U(2)dx = — F, ((, 2) Mx) aa: 
(27) o(0) + {K(, x) (2) az: g(®); 


(27) v+[KMv—g tg". 


Infolge von A> 0 sind alle Eigenwerte des Problems negativ. Bei der 
klassischen Fredholmschen Auflésung von (27) fiir den hier vorliegenden 
Parameterwert 1 enthailt der entscheidende Nenner D(1) ausschlieBlich 
positive Glieder; es ist namlich 


K“*(t,,1,)...K(t 


8 coe ® 
D(a) =1+ »’ =]...f i es be 2h oe 
® a («.,¢,)... tae 


und jeder Integrand ist hier als Determinante der definiten quadratischen 
Form 





n 





1...” 1.0. @ 2 
F aX, .)G0=)(¥ K* (x, %)a,} dy 


selbst positiv; wegen D(1)>1 lassen sich daraufhin alle nétigen Ab- 
schitzungen fiir U(#), nach Weghebung des akzessorischen, in allen Glie- 
dern der Fredholmschen Entwicklung von v(#) aus (27) explizit auf- 
tretenden Faktors At= YA(#), bequem durchfihren. 

An erster Stelle steht 





27.) 04(8) = Ag (0) = — 2 (0, 2) Pz)az 


1 
aye za {[ (x, Y; &,) (8,0) dé dy, 


d.h. aber genau die bereits im gewiinschten Sinne erledigte Hauptlésung 
der Poissonschen Gleichung 


AU=f(&,n), (U*=0), 
deren Abschitzungen — bis zu den Hélderschen Bedingungen fiir die 
Differenzen der zweiten Ableitungen einschlieBlich — nach dem friiheren 
(2444) bekannt sind. Das zweite Glied, A~'g'(#), ist noch um eine 
Integrationsstufe giinstiger, ebenfalls ohne weiteres Hauptlésung einer zu- 


gehérigen Poissonschen Gleichung und daher genau ebenso zu erledigen 
— man braucht die Abschitzungen wiederum nur bis zu den Differenzen 
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der zweiten Ableitungen zu fiihren. Im iibrigbleibenden Hauptteil der 
Entwicklung geniigt es {wegen D(1) >1)], den Zahler allein bei den Ab- 
schitzungen zu beriicksichtigen; jedes Einzelglied desselben ist wieder 
Hauptlésung einer ohne weiteres angebbaren Poissonschen Gleichung, deren 
rechte Seite, ebenso wie die ersten Differenzen derselben, nach dem klassi- 
schen Hadamard-Fredholmschen Determinantensatz sofort abgeschatzt wer- 
den kénnen, was sich dann, wieder auf Grund von (24,,), auf die be- 
trachteten Lésungen iibertragen laBt; die Ausfiihrung ist ganz elementar 
und kann fiiglich in ihren Einzelheiten iibergangen werden. 

Man findet so durch explizite Auflésung, mit passend erhéhten, aber 
wieder jedenfalls aus 2, A und H stets angebbaren endlichen Konstanten 
fiir die Lésung U von (26) aus den Bedingungen fiir f allein: 

|U|, |U'|, |U"| < m(d) c(h) H*C; 
(27*) |U"(E+ ocosa, 7+ osina) — U"(E,)|< m(d) c(h) A*Co’; 
(0<i<1), 


d. h. genau diejenigen Abschitzungen, die analog zu (24,,) hier zu ver- 
langen waren; H™ selbst hangt hier wegen 4’ =1 iibrigens ebenfalls nur 
von h allein ab. 

Sowohl durch sukzessive Approximationen wie durch Entwicklung 
nach Potenzen von e’ laBt sich jetzt die Gleichung (22) von der bekannten 
Ausgangslésung Z—é~*z aus fiir hinreichend kleine e¢’ auflésen. Die 
Einzelheiten der Methode sind auf Grund der erhaltenen Abschitzungen (27 *) 
genau die gleichen wie in dem l. c.**) erledigten Grundfalle ¢=0. Das 
Auftreten von e’ neben e’? in (22) andert die Uberlegung bei den — schon 
an sich geniigenden — sukzessiven Approximationen iiberhaupt nicht, bei 
der Entwicklung nach Potenzen von e’ aber erfolgt nur eine geringfiigige 
und véllig unwesentliche Komplikation in der Majorantengleichung. 

Man gewinnt damit fiir die Reichweite |e’| eine positive untere 
Schranke «, >0, die nur von M,..., M, abhingt, ferner von dem fir 
die rechte Seite von (22) gewihlten 4, das aber etwa ein fiir allemal 
gleich } genommen werden kann. Nun sind die GréBen M, M,, M,, M, durch 
die gegebene Ausgangskurve K (¢ = 1) fiir alle &, bis ¢ =1 einschlieBlich,. 
nach oben bereits fest beschrinkt; es entsteht somit fiir e, fortwahrend 
die gleiche endliche Mindestschranke «, > 0, und man wird daher so, 
von irgendeinem — bei hinreichend kleinem ¢ — wirklich gewonnenen z 
ausgehend, durch endlich viele Schritte schlieBlich zu ¢ =1 gelangen. 

Das Plateausche Problem ist so zunichst fiir alle geschlossenen raéum- 
lichen Randkurven K von folgender Beschaffenheit gelést: 


%) Vgl. FuBnoten ™) und *). 
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1. Die Projektion K* von K auf mindestens eine (xy)-Ebene fiallt 
analytisch, regular und konvex aus. 2. Die dritte Randkoordinate z* ist 
als Funktion der Bogenlange s* der Projektion K* durchgingig analytisch. 
3. K besitzt keine vertikale Schmiegungsebene. 

Statt analytischer Ausgangskurven K und Randwerte z* kann man 
nach dem Gang der hier durchgefiihrten Untersuchung aber auch solche 
nehmen, die bloB stetige newnte Ableitungen aufweisen. Nur anscheinend 
wiirden dabei etwaige geradlinige Teilstiicke von K, infolge der Unbestimmt- 
heit der Schmiegungsebenen an denselben, Schwierigkeiten bereiten; denn 
fiir das Auftreffen der Schnittkurven S der betrachteten Fliche und ihrer 
inneren Tangentialebenen auf den Rand K kommen zwei Punkte eines 
zusammenhangenden geraden Teilstiickes von K iiberhaupt nicht in Be- 
tracht -- sie wiirden namlich sonst einen dem Eindeutigkeitssatz wider- 
sprechenden ZusammenschluB von S ergeben. 

In der Folge brauchen wir nur noch ‘von Kurven K der hier erledigten 
Art zu allgemeineren Klassen — immer unter Voraussetzung konvexer 
Projektion — aufzusteigen, wobei wir uns wesentlich auf die Ergebnisse 
von §1 zu stiitzen haben werden. 


§ 15. 
Erste Verallgemeinerung. 


Wir ziehen als nachste umfassende Kurvenklasse geschlossene raum- 
liche Rander K mit doppelpunktfreier konvexer Projektion K* und den 
folgenden Eigenschaften in Betracht: a) die Grundprojektion K* darf eine 
endliche Anzah] von Ecken bzw. Kriimmungsanderungspunkten besitzen ; 
b) zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Ausnahmepunkten soll sowohl 
die Richtung der Tangente wie die Kriimmung eindeutig und stetig de- 
finiert bleiben, waihrend dabei c) die dritte Randkoordinate z* jeweilig 
als zweimal stetig differenzierbare Funktion der Grundbogenlinge s* 
charakterisiert sein soll; d) vertikale Schmiegungsebenen sind also nicht 
vorhanden. 

Nach einem klassischen Satze von WeierstraB kann man zunichst **) 
die gegebene Grundkurve K* sicherlich von innen heraus durch ebenfalls 
konvexe analytische Kurven K, beliebig genau gleichmaBig approximieren, 
und iiber den betreffenden approximierenden Grundrindern K, kann auch 
die dritte Randkoordinate z¥ stets so analytisch in s* gewahlt werden, daB, 
abgesehen von jeweiligen kleinen Bogen in der unmittelbaren — d.h. mit 
dem Grade der Genauigkeit entsprechend fortschreitenden — Nahe der 
etwaigen Ausnahmepunkte, auch die ersten und zweiten Ableitungen von z* 


33) Die nétigen Erweiterungen sind von elementarer Natur. 
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mit approximiert werden (nach den Ausnahmepunkten zu allerdings nicht 
mehr gleichmaBig). Zu einer abzahlbar unendlichen Folge von gegen Null 
abnehmenden Approximationsparametern 6,,...,4,,... seien so die ent- 
sprechenden approximierenden Kurven XK, konstruiert, die demnach zu- 
gleich mit den zugehérigen Tangenten und Schmiegungsebenen in den 
nicht kritischen Punkten beliebig nahe an die entsprechenden Elemente 
der gegebenen Kurve K herankommen; es darf dabei — vgl. **) voraus- 
gesetzt werden, daB jede Grundprojektion K,; von jeder weiteren K,., 
ganz umschlossen ist. Zu jeder approximierenden Kurve K, existiert nach 
dem Vorangegangenen die zugehérige regulire Minimalflache ®, mit ein- 
deutigem z, im Innern und am Rande. Als analytische Lésung einer 


quasilinearen homogenen elliptischen Differentialgleichung 
Ar+2Bs+Ct=0, AC>B* 


[A, B,C Funktionen von z,y,p,q allein, hier sogar von p,q allein} 
kann z, im Innern niemals ein Extremum aufweisen**). Wird also eine 
beliebige Approximationskurve K, herausgegriffen, so hat z, iiber jedem 

* ° . . . * . . ,* 
fesitgewahlten inneren Teilgebiet Z, des Bereiches Z, der Grundprojektion K, 
beschrinkte absolute Werte. Es sei etwa 56> 0 der kleinste Abstand, den 


ein Randpunkt von Z, von einem Randpunkt von Z, besitzt; zur be- 


trachteten, durch K, gehenden, nach den bisherigen Ergebnissen tatsichlich 
existierenden und bestimmbaren Minimalfliche ®, gehért eine entsprechende 
Transformation (5), nach deren Anwendung z, zu einer harmonischen 
Funktion £, im Abbild Z* des Gebietes Z,. wird; das Abbild Z{” von 
Z, hat nach § 2 iiberall endlich bleibenden Abstand von Z,, und es gilt 
dabei fiir den Minimalabstand : 


unter M die zur betrachtenden Kurve gehérende obere absolute Schranke 
fiir p und gq verstanden. Die Minimalabstande zu Randbildern mit noch 
héherem Index sind entsprechend abzuschitzen; da aber die zugehérigen 
M, infolge der vorausgesetzten Eigenschaften der Ausgangskurve K und 
ihrer Approximationen, nach den Ergebnissen von §7 a priori gleichmdfig 
nach oben beschrankbar sind — das gilt hier namlich bereits fiir die 
Ausgangskurve K selbst, — so ist, wenn man von vornherein fiir M die 
fiir alle n zulassige endliche Maximalschranke nimmt, 6, aus 6 gleich- 


*) Vgl. z. B. E. Picard, Traité d’Analyse, II, p. 29; ferner S. Bernstein (vgl. FuB- 
note *). Ein direkter Beweis ist noch durch den Beriihrungssatz des § 4 méglich. 
Bei einem inneren Extremum 0 wiirde die horizontale Tangentialebene nur den 
einzigen Punkt QO mit der Fliche gemein haben kénnen, wahrend sie tatsichlich 
mindestens zwei reelle verschiedene Kurvenzweige durch O auf ® ausschneiden muB. 
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maBig nach unten beschrankbar. Ferner ist aber z, = z als harmonische, 
angebbar (mit M,) absolut beschrankte Funktion von §&, 7. charakteri- 
siert; man hat also nun die Méglichkeit, iiber dem betrachteten Teil- 


gebiete Z, daraus sofort obere absolute Schranken fiir jede beliebige 
(n) 


partielle Ableitung 2,,,, anzugeben, folglich — auf Grund der Trans- 
formationsgleichungen (5), (6) usf. — auch fiir jede beliebige partielle 
Ableitung hie im urspriinglichen Teilbereich Z,. Natiirlich wird bei 
diesen Abschitzungen stets die entsprechende Potenz (d“*”) von 4 im 
Nenner auftreten, wahrend im Zahler Ausdriicke stehen werden, die von 
w+y und M, allein abhangen; indes geniigt dies schon, um fiir jeden 
festen Teilbereich Z, mit endlichem Minimalabstand 6 die gleichmaBige 
Beschranktheit der Ableitungen bis zu einer beliebig gewahlten Ordnung 
fiir alle Minimalflachen ®, sicherzustellen. 

Nach dem klassisch gewordenen, hier nur elementar zu erweiternden 
Auswahlverfahren (Ascoli, Arzela, Hilbert, Montel)**) kann man also aus 
den Lésungen z, fiir die zugehérigen Minimalflachen ®, mindestens eine 
unendliche Teilfolge z,, ..., 2n,,-.. herausgreifen, die in jedem Punkte 
iiber Z, nebst ihren Ableitungen erster bis dritter Ordnung (man kénnte 
beliebig weiter gehen) gegen eine Grenzfunktion z,, =z, nebst deren 
Ableitungen erster bis dritter Ordnung konvergiert. Dreierlei bleibt dann 
zunachst zu beweisen: 1. z, befriedigt die Definitionsgleichung (6) der 
Minimalfiichen; 2. z, laBt sich bis beliebig nahe an den urspriinglichen 
Rand Z* hinan analytisch fortsetzen; 3. am Rande selbst geht z, in z* 
iiber, d. h. die gewonnene regulire Minimalfliche ® geht tatsichlich durch 
die Ausgangskurve K. 

Ad 1 ist zu bemerken, da® iiber Z, jedenfalls jede Funktion der 
extrahierten Teilfolge z, die Gleichung (1) befriedigt; bildet man aber 
den gleichen Differentialausdruck ®(z) fiir die Grenzfunktion z,, deren 
Ableitungen bis zur dritten Ordnung einschlieBlich aus denjenigen der 
z,, durch gleichmaBige Konvergenz ja mitbestimmt sind, so muB8 dieser 
Ausdruck ®(z,), da er durch Anniherung an ®(z,) beliebig klein ge- 
macht werden kann, auch sicher verschwinden: womit die Grenzfliche ®, 
iiber Z, tatsiichlich als Minimalflache charakterisiert ist. 


Geht man von einem inneren Teilgebiet Z, von Z* aus, das Z, ganz 
umfaBt, so laBt sich von einem hinreichend hohen z, ab die gesamte 
obige Betrachtung (ad 1) auf die unendliche Teilfolge 2, z,,,,,.-. tiber 


. . , . 
dem erweiterten Bereiche Z, neu anstellen; man wird aus derselben also 


55) Vgl. P. Montel, ,Sur les suites infinies de fonctions“, Ann. de l’Ecole Norm. (3) 
24 (1907) 
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eine neue unendliche Teilfolge a extrahieren kénnen, die iiber 
Z, mit ihren drei ersten Ableitungen wieder gegen eine Grenzfunktion z’, 
bzw. deren entsprechenden Ableitungen konvergiert. Aber in Z, muB diese 
neue Funktion mit der friiheren z, iibereinstimmen, da die vorgenommene 
Extraktion an einer Folge (z,,,...) ausgetibt wurde, die in Z, bereits 
nach z, konvergiert hat. Ferner sind (nach § 2) sowohl z, wie z,, wegen 
der Existenz stetiger zweiter Ableitungen, in Z, bzw. dem umfassenderen 
Z, analytisch: da sie in Z, iibereinstimmen, stellt also die Erweiterung 
auf Z, einfach die analytische Fortsetzung von z, dar, die somit bis 
beliebig nahe an den urspriinglichen Rand K* heran méglich ist (ad 2). 


DaB aber (ad 3.) am Rande selbst der Ubergang der Grenzflache D 
zur vorgeschriebenen Randkurve K erfolgt, ersieht man folgendermaBen : 

Fiir p,q existiert bei allen XK, gleichmaBig eine endliche obere ab- 
solute Schranke M (s. 0.), was sich also (durch die erledigte Konvergenz 
der betrachteten Teilfolgen) bis beliebig nahe an den Rand K* hinan 
auch auf die Grenzfunktion z iibertrigt. Die ersten Differenzenquotienten 
von z sind daher bis an den Rand hinan und einschlieBlich desselben 
beschrankt, z selbst also auch auf dem Rande iiberall endlich und wohl- 
definiert. Wiirde an irgendeinem Randpunkte O* von K* der Wert z* von 
z um ein endliches 46, von dem zugehérigen z* abweichen, so kénnte 


, 


’ , ‘ é , 
fiir einen inneren zy-Punkt O in der Entfernung a (0 <6 <4,) von 
O* — etwa stets in der Richtung der Normale — jedenfalls 
lef — | <0" 


erreicht werden; andererseits ist aus denselben Griinden bei jedem approxi- 
mierenden z, von hinreichend hohem n ab — es braucht nur K, den 
Punkt O zu umfassen — fiir den gleichen Punkt O und O, etwa auf der 
Strecke 0O* (wobei man am einfachsten von vornherein die approximie- 
renden Grundkurven derart wihlen kann, daB die Schnittpunkte O, fiir 
alle O und n stets eindeutig bestimmt sind, was gar keine Schwierigkeiten 
verursacht): 

let 


—2,|< 0’, 


ferner hat man infolge der vorausgesetzten approximierenden Eigenschaften 
aller K,: 
|so— 2*|<4,, 


wegen 6, —+ 0 also von einem hinreichend hohen n ab auch 


j | , 
|zn —2z*|<4; 


infolge der Definition von z ist aber im Innern fiir die n= n,,. 
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der Extraktionsfolge noch z,-—+z, also von einem hinreichend hohen 
solchen n ab im Punkte O wiederum 


|% —2,|< é’. 
Die Zusammenfassung ergibt 
|2*— 2*|< 406'< 44,, 


gegen die vorhin getroffene, demnach unzulissige Annahme. Die Kon- 
vergenz von z am Rande nach den verlangten Randwerten z* ist damit 
gesichert. 

Man wird nun gewi8 wiinschen, statt der erst zu wahlenden Ex- 
traktionsfolge z,,,... einfache gleichmaBige Konvergenz gegen z schon bei 
der urspriinglichen Gesamtfolge der z, annehmen zu diirfen; diese An- 
nahme trifit, wie nachtraglich in wohlbekannter Weise aus dem obigen 
gezeigt werden kann, tatsachlich zu: namlich einfach als Folge der not- 
wendigen Eindeutigkeit (§ 4) der nun als existent bewiesenen Lésung. 
Nach den gewonnenen Resultaten besitzt iibrigens z im Innern von Z* 
iiberall beschrankte dritte partielle Ableitungen und stellt somit zugleich 
(§ 2) eine analytische Lésung dar. 


§ 16. 
Weitere Verallgemeinerung. 


Die Betrachtungsweise des vorigen Paragraphen verliert scheinbar ihre 
Geltung, wenn die urspriingliche Kurve XK auch nur eine endliche Anzahl 
von vertikalen Schmiegungsebenen bzw. sonstige Eigenschaften aufweist, 
die ein gleichmaBiges Beschranken von p,q fiir alle approximierenden 
Kurven K nicht zulaBt. Indessen lat es sich zeigen, da8 in Wirklichkeit 
die Einwirkung solcher und ahnlicher Singularitéten, wenigstens soweit sie 
in endlicher Anzahl vorhanden sind, bloB lokaler Natur bleibt und die 
Lésung nicht stort. 

Es sei zunichst der Fall einer einzigen vertikalen Schmiegungsebene 
gegeben, wahrend die iibrigen Bedingungen des §15 unberiihrt bleiben. 
Uber einem festgewahlten inneren zy-Punkte O ist z selbst jedenfalls 
zwischen zwei festen Schranken (némlich dem Minimum und dem Maxi- 
mum von z* am Rande) eingeschlossen; von jedem so iiberhaupt in 
Betracht kommenden Punkte der zu O gehérigen z-Koordinatenlinie kann 
eine durch denselben gehende vertikale Ebene Z den Rand K, bei jedem 
m doch nur héchstens in zwei Punkten schneiden, sie kommt daher als 
Tangentialebene der zugehérigen approximierenden Flache ®, niemals in 
Frage, auch nicht beim Ubergang zur Grenze n=co. Nach erfolgter, 
den friiheren Bedingungen (§ 15) angepaBter Wahl der approximierenden 
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Kurven K, lat sich daher iiber jedem festen inneren Punkte O doch 
noch eine endliche drtliche obere Schranke M(O) gleichmabig fiir alle n 
angeben, und das gleiche gilt somit fiir jedes beliebige feste innere Teil- 
gebiet Z,. Die Extraktion einer Grenzlésung z und ihre analytische Fort- 
setzung bis beliebig nahe an den Rand K hinan ist damit im Innern 
gewahrleistet, und nur die etwas diffizilere Frage nach den Randwerten 
bliebe dann noch zu klaren. 

Es sei O, der kritische Randpunkt — nach dem hin also eine gleich- 
maBige Beschrinkung von M=Max(p,q) nicht mehr méglich ist —, 
ferner O* ein sonstiger Punkt des Randes. Die gleichmaBige Beschrank- 
barkeit von M in einem an O* unmittelbar anschlieBenden, O, nicht ent- 
haltenden Gebiete bleibt ohne weiteres bestehen; der AnschluB von z an 
die verlangten Randwerte z* bleibt demnach iiberall unverandert giiltig, 
mit Ausnahme vielleicht der naichsten Umgebung des kritischen Punktes 0. 

Legen wir nach innen eine beliebige, zur Schmiegungsebene FZ, in O, 
parallele (also ebenfalls vertikale) Ebene F in einer kleinen festen Ent- 
fernung 25 (>0), so wird fiir jeden in Betracht kommenden Punkt P 
derselben in allen approximierenden Flaichen ®, das zugehérige drtliche 
M= M(P) — v.o. — immer noch absolut beschrinkbar sein, allerdings 
mit M—-oo fiir 6—0. 

Man betrachte nunmehr die durch FE auf den Flichen ®, nach dem 
Ausnahmepunkt O, hin abgegrenzten Flachenstiicke. z ist auf denselben 
jeweilig eine beschrinkte eindeutige Funktion von z und y, die Grenzen der 
ax y-Projektion nach O, hin sind als Teile der konvexen K, stets selbst 
konvex, auf F aber haben die Schnittkurven mit den ®, absolut beschrankte 
Steigungen. Es folgt daraus, daB, wenn alle ®, etwa um die Schnittgerade g 
der Ebene E mit der xy-Ebene um einen angebbaren, hinreichend kleinen 
Winkel gedreht werden (dessen genauere Berechnung leicht auszufiihren 
ware), die vertikale Mittelebene Z, von EF, um 6 entfernt, in ihrer urspriing- 
lichen Lage nunmehr auf den gedrehten ®, nach O, hin Stiicke heraus- 
schneiden wird, deren Begrenzung ebenfalls eine konvexe ry-Projektion 
aufweist, wahrend die kritische Vertikalitat der urspriinglichen Schmiegungs- 
ebene nach der Drehung iiberhaupt verschwunden sein wird. Die friihere 
Methode der Betrachtung der Randwerte (§ 15) gilt fiir die neue Lage 
ohne weiteres wieder, der verlangte stetige AnschluB der Grenzfliche ® 
an den gegebenen Rand K ist nach der Drehung gesichert: also auch vor 
derselben, da es sich um eine im Innern durchweg analytische Flache 
handelt. Der Fall einer einzigen vertikalen Schmiegungsebene ist damit 
erledigt. 

Ebenso lassen sich aber natiirlich endlichviele vertikale Schmiegungs- 
ebenen beliandeln; solange keine zwei derselben parallel ausfallen, kann 
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man zwar die Singularitaét auch von vornherein durch passende kleine 
Drehung beheben — fiir jenen Fall aber muBte die oben gegebene direkte 
Betrachtung der einzelnen kritischen Stelle durchgefiihrt werden. 


Die gleiche Art der Betrachtung ist anwendbar, wenn an Stelle der 
vertikalen Schmiegungsebene die vertikale Tangentialebene an einer Spitze 
oder Hecke der Ausgangskurve K auftritt, sobald man von z* am Rande 
zwischen den Ausnahmepunkten der Grundprojektion K* nicht mehr durch- 
weg zweimalige stetige Differenzierbarkeit verlangt, sondern diese Eigen- 
schaft, evtl. neben endlichvielen co-Stellen, bloB abteilungsweise gelten 
laBt; endlichviele Spitzen oder Ecken mit vertikalen Tangentialebenen 
sind also mit zulassig. Aber noch ein weiterer Fall la@t sich der ge- 
gebenen Approximationsmethode sofort unterordnen: naémlich das Auftreten 
endlichvieler endlicher Spriinge von z am Rande, die zwecks Zusammen- 
schlieBens der Ausgangskurve K alsdann durch die zugehérigen vertikalen 
Zwischenstrecken zu charakterisieren sind — die Methode der hinreichend 
kleinen Drehungen behebt jeweilig die scheinbare Ausnahme, und nach 
Riickkehr in die urspriingliche Lage windet sich die erhaltene Minimal- 
fliche ® nach Art der Schraubenfliche von innen an die einzelnen verti- 
kalen Randstiicke heran. 

Das Endresultat kann man nun folgendermaBen zusammenfassen: 


Es sei eine beliebige konvexe Kontur K* in der xy-Ebene gegeben, 
von der nur abteilungsweise stetige Tangentenrichtung und Kriimmung 
verlangt werden; ferner sei die dritte Koordinate z* iiber K* als i. a. abtei- 
lungsweise stetige und zweimal stetig differenzierbare Funktion der Bogen- 
lange s* von K™ gegeben, endlichviele oo-Stellen fiir die Ableitungen z’, 2” 
nach s* seien iiberdies am Rande noch zugelassen; ferner seien etwaige 
endlichviele Spriinge von z* durch Hinzunahme der zugehérigen vertikalen 
Verbindungsstrec)zen erginzt, so daB iiber K* eine geschlossene raumliche 
Randkurve K entsteht. Dann existiert eine, und nur eine, durch K gehende 
und iiber dem Bereiche Z* von K* eindeutige Minimalflache ®, die durch 
Anwendung der folgenden Methoden wirklich gewonnen werden kann: 
a) falls nétig, Approximation durch regularere Kurven, b) Bestimmung 
der zugehérigen Minimalflachen nach §§ 12—16, c) Grenziibergang. 

Als eine besondere Art von Singularitét sind dabei, selbst bei analy- 
tischen Kurven, zunichst auch die etwaigen Punkte mit vertikaler Schmie- 
gungsebene anzusehen, iiber die man ebenfalls erst durch Approximation 
hinwegzugehen hatte. 

Die hier gegebenen Methoden kénnen in mannigfacher Hinsicht auch 
auf sonstige elliptische Differentialgleichungen iibertragen werden. 
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Der Oskulationssatz des § 4 gilt offenbar auch fiir jede quasilineare 
solche Gleichung: 


Az,,+2Bz,,+Cz,,=D, AC> B’, 


worin A, B,C,D die zweiten Ableitungen nicht enthalten. Der Ein- 
deutigkeitssatz 148+ sich dann in vielen Fallen bekanntlich ebenfalls aus- 
sprechen: so z. B. wenn z in den Koeffizienten A,..., D nicht enthalten 
ist. Unsere Methoden reichen héchstens so weit, als diese Eindeutigkeit 
der gesuchten reguliren Lésung im Falle ihrer Existenz gesichert ist. 

Bei dem Plateauschen Problem bildet die Méglichkeit der expliziten 
konformen Abbildung ($1) eine wesentliche Erleichterung; in anderen 
Fallen wird man i. a. auf bloBe implizite Abschatzungen angewiesen sein. 
Eine zweite wesentliche Erleichterung bietet beim Plateauschen Problem 
die klassisch ausgebaute Monge-WeierstraBsche Theorie der __,,allgemei- 
nen“ Integration von (1): in der vorliegenden Abhandlung erscheint 
dann der im Laufe der Zeit sehr gelockerte natiirliche Zusammenhang 
zwischen den Alteren Methoden der Integration durch willkiirliche Funk- 
tionen und den neueren Randwerttheorien wiederhergestellt. Das gleiche 
Verfahren wird nun iiberall méglich sein, wo die allgemeinen Integrale 
bekannt sind, und passende spezielle Hilfstypen daraus gewonnen werden 
kénnen; aber es geniigt auch schon (nach §§ 9—10) die Kenntnis solcher 
partikulairer Hilfstypen allein, iiber die man in den wichtigeren Fallen oft 
verfiigen wird. 

Bei den allgemeinsten (auch nicht mehr quasilinearen) elliptischen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung kommt noch die Komplikation 
hinzu, daB aus ihnen erst von den dritten Ableitungen ab lineare Glei- 
chungen entstehen; fiir die gewdhnliche Beriihrung gilt so der Oskulations- 
satz zuniachst noch nicht, und schon fiir die Beschrinkung der ersten z- Ab- 
leitungen waren daher jeweilig erst neue passende Hilfstypen von partiku- 
laren Integralen aufzustellen. Im Falle der Eindeutigkeit der Lésung — 
so wieder, wenn z in der gegebenen Gleichung nicht vorkommt**) — und 
im Falle der hinreichenden Kenntnis auch der nétigen héheren partiku- 
laren Integrale (wie in §§ 9—10) lassen sich dann die hier gegebenen 
Methoden ebenfalls anwenden. 


Nikolassee b. Berlin, den 1.—17. April 1924. 


“) Vgl. FuBnote ’). 


(Eingegangen am 10, 8. 1924.) 











Uber eine von Rayleigh formulierte Minimaleigenschaft 
des Kreises'). 


Von 


E. Krahn in Géttingen. 


In der vorliegenden Arbeit soll die von Rayleigh*) ausgesprochene 
Tatsache bewiesen werden, daB von allen eingespannten Membranen von 
gleichem Flacheninhalt und gleichen physikalischen Eigenschaften (Spannung, 
Dichte usw.) die kreisférmige den tiefsten Grundton hat. 

In mathematischer Fassung besagt dieses, daB bei der Randbedingung 

= der erste Eigenwert der Differentialgleichung 


(1) 4u+ihu= 


am kleinsten ist fiir den Kreis, wenn wir alle mit diesem flachengleichen 
Gebiete betrachten. 


Dieser Satz ist aquivalent mit dem folgenden: 


Unter allen Gebieten G der x-y-Ebene, die von stiickweise analytischen 
Kurven begrenzt sind, ist es der Kreis, fiir den das Minimum des Integrals 


(2) atvl= {J {(j 3" + (5%) ‘\ dedy 


unter den Nebenbedingungen 


(3) Sfw%dxdy = 1, Sfdxdy = l, y =0 am Rande 
G G 


1) Die folgende Lésung des bekannten Problems lag im Marz 1924 der Annalen- 
redaktion vor. Vor Beginn der Drucklegung wurde der Redaktion bekannt, daB 
schon am 7. Juli 1923 Herr Faber in der Sitzung der Bayrischen Akademie der 
Wissenschaften eine im Grundgedanken mit der hier vorliegenden iibereinstimmende 
Lésung des Problems vorgelegt hat (vgl. das betreffende demnichst erscheinende 
Heft der Miinchener Sitzungsberichte). Trotzdem erscheint der Redaktion im Ein- 
verstindnis mit Herrn Faber auch die Veréffentlichung der Lésung in der hier vor- 
liegenden Fassung angezeigt. (Anm. der Redaktion.) 

*) Theory of sound, London 1894, Vol. I, § 210. 
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den kleinsten Wert annimmt, wenn von den zur Konkurrenz zugelassenen 
Funktionen y vorausgesetzt wird, daB sie nebst ihren ersten Ableitungen 
in @ stetig sind und da8 fiir sie das Integral (2) einen Sinn hat. 

Es ist bekannt, daB es fiir jedes gegebene Gebiet G eine und nur 
eine Funktion y gibt, die J[w] zu einem Minimum macht, daB diese 
Funktion analytisch ist und nirgends im Innern von G verschwindet. 
Wir bezeichnen diese Funktion mit z= f(z, y) und denken sie uns durch 
eine Flaiche reprasentiert, wobei z im Innern von @ positiv sein mége. 

Nun wollen wir, um den Satz zu beweisen, ein festes Gebiet G 
nebst der dazu gehérigen Flache z = f(z, y) ins Auge fassen und auf der 
Flaiche in geeigneter Weise neue Koordinaten einfiihren. Zu diesem Zwecke 
betrachten wir die Ebenen z = c = konst., wobei c im Intervall 0 <c<a 
variiert, wenn a den gréBten Wert von z bezeichnet. Die Flichen 
z=c .¢>0) schneiden z = f(z, y) in einer oder mehreren geschlossenen 
analytischen Kurven. 

Wir betrachten diejenigen Ebenen z = z,, z,, 23, ... (2, > 2 > 2 ---)s 


CZ 


welche die Fliche z= f(x,y) beriihren” (Da die Punkte, in denen 





oz ° ene . . . » . ; 
und & gleichzeitig verschwinden, sich im Inneren von G sicherlich nicht 


hiufen kénnen, so ist die Aufzihlung dieser Beriihrungsebenen in der an- 
gegebenen Reihenfolge méglich. ) 

Nun fiihren wir fiir jedes Interval] z;_, >z> 2, durch eine stiick- 
weise stetige und ein-eindeutige Transformation fiir die Punkte der Flache 
z=/f(x,y) als neue unabhingige Variable statt x, y die Koordinaten z 
und s ein, vubei s die in geeigneter Weise auf der Schnittkurve zu 
zihlende Bec zenlinge ist, welche von Null bis zur Gesamtlinge L(z) der 
Schnittkurven lauft. Dann gelten die Beziehungen 


of / oz\" a. ay\* 
(4) és = , \ds/ - \ds / =], 
Aus den Identitaten 
(5) er ot + of oy = 1, of dz ie of ey ai 
Ce Cz Cy dz Cz C8 dy ds 


ergibt sich, wenn wir die Bezeichnung 


éx Ox | 

a — | 

é 
( 6) Ms cs an D 

ey oy 

dz as 
einfiihren, 

af \* of.\* 1 

(7) (35) +35) pe 
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und das Integral J transformiert sich in 


a Liz) 


(8) yin= fae pr. 


Da D in den Randpunkten von G méglicherweise verschwinden und in 


of __ of 
ex 


den Punkten, in denen “—« 0 ist, unendlich werden kann, so ist 


dieses Integral (8), sowie das folgende Integral (9) nétigenfalls als uneigent- 
liches Integral aufzufassen. 

Bezeichnen wir den Flicheninhalt desjenigen Teiles von G, fiir den 
f(x,y) >z ist, mit F(z), so gilt 


a Liz) 


(9) F(z)=fSfdxdy=Jfdzf\D ds 
PF z 0 
und 
F(0)=1, F(a)=0. 

Die Ableitung von F(z) nach z ist danach 

Liz) 
(10) F'(z) = —Jf\Djds. 

0 


Nunmehr beachten wir die elementare Ungleichung 


Re at? — . 
(11) lé+ =) =a 
(wobei das Gleichheitszeichea nur fiir § =a gilt) und wenden sie an fiir 
&=V\/D| und a? = — 72. Dann ergibt sich durch Integration iiber s 
bei festem z 
L(z) ; ‘ 
(12) (1]D] —+4_) ds> —4F'(2). 
. 'L(#) VDI 
Unter Beachtung des Ausdruckes (10) folgt daraus 


Liz) 





, ds L*(z) 
13 i = 4 
a f | D a F'(z)’ 
0 
wobei das Gleichheitszeichen nur dann gilt, wenn | D| = — F (2) also wenn 


L(z)’ 
D von s unabhiangig ist. 


Es gilt ferner stets die Ungleichung 


(14) L*(z)>42 F(z), 
7* 
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wobei das Gleichheitszeichen nur dann in Kraft tritt, wenn F(z) ein Kreis 
ist. Wir haben also 


(15) I[{fl>—4a fze ds, 


wobei das Zeichen = dem und nur dem Fall entspricht, da8 alle Schnitt- 
kurven Kreise sind und D von s unabhangig ist. 

Ersetzen wir nun unsere Fliche z=/(z,y) durch eine Rotations- 
fliche z= (xz, y) derart, daB die fiir diese Flache definierte GréBe F(z) 
mit derjenigen fiir f(z, y) tibereinstimmt, und bezeichnen das zur Rotations- 
fliche gehérige Integral (2) mit J*[], so gilt sicherlich, da hier offenbar 
die GréBe D von s unabhingig wird und die Schnittkurven Kreise sind, 


(16) - 4) taf 2 4) dz. 
F’ (z) 

Also ist, falls G nicht selbst der Kreis ist, 

(17) J*(~) <J[f). 


Die erste Nebenbedingung (3), die sich nach Einfiihrung der Variablen z 
und s so schreiben laBt 


(18) f2°P'( z)dz=—1, 
0 


ist offenbar erfiillt, da F(z) fiir die Flachen f und p dieselben Werte 
besitzt. 

Also wird der kleinste denkbare Wert des Minimums von J nur an- 
genommen, wenn das Gebiet schon ein Kreis war. 

Damit ist der Satz bewiesen. 


Herrn Prof. R. Courant, der mich zur Beschaftigung mit diesem Problem 
angeregt und bei der Ausarbeitung freundlichst unterstiitzt hat, spreche 
ich meinen aufrichtigsten Dank aus. 


(Eingegangen am 30. 4. 1924.) 














Vektoriibertragung, Richtungsiibertragung, Metrik’). 
Von 


Hans Friesecke in Berlin. 





Der Aufbau einer Geometrie in einer n-dimensionalen Mannigfaltig- 
keit geschieht in der Weise, daB gewisse Formelemente in die an sich 
vollig gestaltlose Mannigfaltigkeit hineingetragen werden. Riemann hat 
erkannt, daB die Metrik ein solches formgebendes Prinzip ist: erst nach 
Vorgabe einer MaSfunktion L (2, dx)*) — homogen von zweiter Dimension 
in dx’...dx" — wird ein Messen in der Mannigfaltigkeit erméglicht. 
Weyl hat die Vektoriibertragung als weiteres Formelement hinzugefiigt : 
die Parallelitét von Vektoren wird dadurch festgelegt. Zugleich hat Weyl 
die spezielle Riemannsche Metrik 


L(x,dx)=g,,(x)dx*dz* *) 


von einer ihr anhaftenden ferngeometrischen Inkonsequenz befreit, indem er 
die MaBfunktion mit einem Eichfaktor 4(2) versah und diesen durch ein 
infinitesimales Prinzip festlegte. Dadurch kommt zu dem Riemannschen 
Ansatz die Ubertragung der Liangeneinheit hinzu, welche im allgemeinen 
vom verbindenden Wege abhangig sein wird. 

Die folgende Arbeit bringt zunichst eine Erweiterung dieser Weyl- 
schen Metrik, indem sie bei der Ubertragung der Langeneinheit zu der 
Abhangigkeit vom Wege noch eine Abhangigkeit von der verbindenden 
Richtungsfolge hinzunimmt. Dadurch gewinnt aber die Metrik ein ganz 
neues Bild; denn von einer festen Fundamentalform L(2z, dz) kann jetzt 
keine Rede mehr sein. Die neue Auffassung vom Wesen der Metrik liBt 





) Eine erweiterte Fassung der vorliegenden Arbeit wurde 1923 von der philo- 
sophischen Fakultét der Universitat Berlin als Doktordissertation angenommen. 

*) Statt der Variablenreihen z, ...2,, &'...&", ... wird gelegentlich zur Ab- 
kiirzung x, £, ... geschrieben werden. 

*) Uber gleichlautende untere und obere Indizes in einem Produkt ist stets zu 


summieren. 
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sich etwa so formulieren: Die Metrik stellt ein Prinzip dar, wonach ein 
Vektor lings einer jeden Richtungsfolge £*(t): *(i):...:&"(t), deren 
Anfangspunkt auf einer Kurve z;(¢) entlanggleitet, ve pflanzt werden kann. 

Der Vektoriibertragung haftet, von diesem Gesichtspunkt betrachtet, 
noch immer ein metrisches Element an. Sie kann niamlich gedeutet 
werden als die Verpflanzung eines Vektors lings einer ,,parallelen“ Rich- 
tungsfolge. Das Element aber, welches sich nicht auf die Metrik zuriick- 
fiihren 1aBt, besteht in dem Begriff der ,,parallelen*‘ Richtungsfolge, die 
im zweiten Abschnitt in allgemeinster Weise durch eine ,, Richtungsiiber- 
tragung“ definiert werden soll. 


Eine allgemeine Metrik in Verbindung mit einer allgemeinen Rich- 
tungsiibertragung sind also die beiden Formelemente, welche in dieser 
Arbeit dem Aufbau der Geometrie zugrunde gelegt werden. 


1. Die Vektoriibertragung. 


Die Vektoriibertragung stellt ein invariantes Gesetz dar, welches es 
erlaubt, die Vektoren eines Punktes an andere Punkte zu verpflanzen. 


Es sei 2z, ein fester, x ein variabler Punkt der Mannigfaltigkeit. 
Eine Ubertragung des Vektorkérpers &, in x, nach x kann dann definiert 
werden durch eine beliebige Zuordnung: 


(1) &f == E4(z; 5), 


wobei der Vektorkérper &, in z, als Parameter auftritt, und zwar derart, 
daB die Funktionen £‘(z; €,) homogen von erster Dimension in ey 
werden. 

Eine solche fiir alle x der Mannigfaltigkeit gleichzeitige Definition 
wiirde dem infinitesimalen Charakter unserer Geometrie nicht entsprechen. 
Wir wollen daher fordern, daB der Umgebung eines jeden Punktes x, in 
individueller Weise Funktionen &*(2, &,) zugeordnet werden, was durch 
einen weiteren Parameter x, angedeutet werden soll: &*(2;2,&,). Und 
jetzt kénnen wir der Forderung der Infinitesimalgeometrie gerecht werden, 
indem wir den Anteil der &*(z;2,é,) an der Ubertragung nur auf die 
Umgebung von z, beschriinken. Es sollen — exakt ausgesprochen — durch 
die §*(x; z,é,) nur die Differentiale im Punkte x, bestimmt sein: 


fart, 
dt — (<>) dar. 


\éz,/, 


— /ae* : q 
Da die Konstanten (=) nur noch die Parameter 2z,&, enthalten, so 
r’o 


bilden sie in ihrer Gesamtheit ein Funktionssystem — yi(x9&). Schreiben 
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wir fiir x,&, wieder x und &, so werden wir auf ein System von totalen 
Differentialgleichungen 
i ‘/ 


-y* (x, é)2" =0 
r 


Vr. 


(2) 


gefiihrt, wodurch somit in allgemeinster Weise eine Vektoriibertragung 
langs einer Kurve 2,(t) charakterisiert wird. 

Sei £*(t) mit dem Anfangswert é*(t,) = &* eine Lésung von (2), so 
wollen wir ferner verlangen, daB cé&*(t) der tibertragene Vektor von 
c&* ist. Daraus folgt, daB die y*(x,&) homogen von erster Dimension 


in €2...&”" zu wiahlen sind. 


Beim Ubergang zu einem anderen Koordinatensystem miissen die 
Gleichungen (2) ihre Form beibehalten. Daraus entnimmt man, daB sich 


die linke Seite von (2) als kontravarianter Vektor verhalt und die yi ( x, &) 


sich in folgender Weise transformieren: 


.* 
’ - P = O2a . hr 7 
-¥"(2,€é)= y*(z,&)- = 


Ox, 
OZa ‘r * a ‘ 


ore 


ez, 02,-0Za 

Der Vektoriibertragung entsprechend soll auch die Ubertragung eines 
beliebigen Tensors a/*) durch ein System von totalen Differential- 
gleichungen 


] | aT -7' = 
(4) ai+yi (z,a)-2°=0 


eingefiihrt werden. Die y/ (x,a) sind homogen von erster Dimension 


i vorauszusetzen. 


Nach dieser Regel wiirde die Ubertragung eines Skalars p lauten: 


in den Komponenten von a 


(5) G + p-y,(x)-a7=0. 


Hierin kann aber, ohne daB die Gleichung ihre invariante Gestalt verliert, 
y,=0 c--etzt werden: denn auch 


(6) p= 0 


ist eine Gleichung, die in jedem Koordinatensystem gilt. Bei beliebigen 
Tensoren sind dagegen die Zusatzglieder durchaus wesentlich, weil a1 + 0 
keine invariante Bedeutung besitzt. 


Mit der Einfiihrung einer Ubertragung eng verbunden ist die Be- 
griindung einer Tensoranalysis: denn erst wenn man wei, wie ein Tensor 
von einem Punkt an einen Nachbarpunkt verpflanzt werden kann, hat es 
einen Sinn, von einer Differentiation eines Tensorfeldes zu reden. Sei 
a/(t) ein Tensorfeld lings der Kurve x,(t). Man bilde in itiblicher Weise 


*) Die Buchstaben J und K stehen fiir ganze Komplexe von Indizes i, ... i, 
baw. &, ... Rae 
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den Grenzwert des Differenzenquotienten : Feldtensor minus iibertragenem 
Tensor. Es ergibt sich 

a 
(7) a ah + rh, (z,a)- 2°. 
aK 
.? 


é 
Der _,, Differentialquotient“ 7 welcher ein neues Tensorfeld derselben 


Stufe darstellt, entsteht also formal dadurch, daB man das gegebene 


Tensorfeld in die linke Seite der Differentialgleichung der Ubertragung 
einsetzt. 


In analoger Weise kann man fiir ein beliebiges Tensorfeld a/(z) 
eine ,,partielle‘‘ Differentiation 


I I 
day re day 


(8) i “Te +y7i ,(z, a) 





bal 
erklaren. 2 ist ein neues in r kovariantes Tensorfeld. 
AuBer der durch (2) dargestellten allgemeinen Ubertragung soll noch 
ein wichtiger Spezialfall untersucht werden. Fordert man namlich, dab 
die Vektoriibertragung eine affine Abbildung der Vektorkérper ist, 


(9) f= «f(x; 2) eo, 


so werden die y*(z, £) Linearformen in €*...é", und an Stelle von (2) 
tritt die Gleichung 








(10) &f4 ri,(2)e*#" =0. | 





Eine Charakterisierung der linearen Ubertragungen irgendeines Tensors 
gewinnt man durch die Forderung 


dat db (ag + dg) 


(11) ek tee el 


denn die Funktionalgleichung 
yi (z,a)+y7h,(x,b)— 7! (z,a+5) 
wird nur durch eine lineare Abhingigkeit 
(12) vk(%,@)=Tg4,(x)-ag 
befriedigt. 
Von gréBerer Tragweite ist eine zweite Charakterisierung der linearen 
Ubertragungen durch die Invarianz aller skalaren Produkte », é°, g, fn , 


usw. ... bei der Ubertragung der Tensoren, aus welchen sich das Produkt 
zusammensetzt. Durch dieses Prinzip wird namlich erstens die Linearitat 
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aller Ubertragungen sichergestellt, und zweitens kann die Ubertragung 
irgendeines Tensors aus der Vektoriibertragung gefolgert werden. 

Wenn die Ubertragung eines Skalars durch (6) erklart wird, so fiihrt 
die Forderung der Invarianz von 7," bei der Ubertragung von », und &* 


8(m,&*)  d(n, &*) s ‘ : 
Fe = de = — [rag 2 2) 8 +7} (2, 8), J2"= 0 





auf die Bedingung 
(13) Yay (Zo )°E° + 7) (x, &)- 9, = 0. 
Durch Differentiation nach 1,, 

y8(a, 8) + re “=0, 
erkennt man die Linearitat der yi(z, &) 
(10) y§(a,é) =I} (xe. 
Geht man damit in (13) hinein: 


{y,, (2, 0) +14 (x)-9,}é*=0, 


ar ar 


so findet man, da8 jede lineare Ubertragung der kontravarianten Vektoren 
zugleich eine lineare Ubertragung der kovarianten Vektoren nach sich zieht: 


(14) %ep(% 0) = — VE (x)- 0, - 
Ahnlich verfihrt man bei anderen Tensoren. Z.B. folgt aus der 
Invarianz von g,,é° n?: 
39 ° a 
55) P= 0..— elon te 


ét es * ra” 8 


“a 


2". 


1a 





Da dieser Spezialfall der linearen Ubertragung in der Literatur eine 
eingehende Behandlung gefunden hat, soll im einzelnen nicht naher darauf 
eingegangen werden. 


2. Die Richtungsiibertragung. 


Eine Gesamtheit von Vektoriibertragungen, die bei der Ubertragung 
eines beliebigen Vektors lings einer beliebigen Kurve stets eine Vektor- 
folge derselben Richtungsfolge ergeben, soll zu dem einheitlichen Begriff 
einer ,,Richtungsiibertragung“ zusammengefaBt werden. Wenn ich also 
statt (1) setze 


(16) &f = k(x; 2 f,)-E*( 2; tq Eq), k (29; %&) = 1, 
so muB das auf eine andere Vektoriibertragung der durch (2) bestimmten 
Richtungsiibertragung fihren: 
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(=) + (S) eihder 


\ 
\ Oz, a” \ 02,/9 


dii= {i (293 Zoo) 





(17) Ef {yf (x, €) + ke(a, €)-84} 2" =0. | 





Da sich &*+- y;(2, &) schon als kontravarianter Vektor transformiert, 
so muB dasselbe auch fiir k,z"&* gelten. Daraus entnimmt man, daB sich k, 
wie ein kovarianter Vektor verhalt. Ferner muB8 yi(z, &) + k, (a, &)-& ebenso 


n r 


wie yi(z, &) selbst homogen von 1. Dimension in ¢' ... &" sein. k, (a, &) be- 
kommt daher den Homogenitiatsgrad 0. 

Umgekehrt wird nun auch durch jedes k(z,&), welches der Homo- 
genitatsforderung geniigt, eine Vektoriibertragung der durch yi(x, &) be- 
stimmten Richtungsiibertragung gegeben: denn sei &*(#) eine Lésung von ( 2) 

, 
zeigen, daB es ein k(t) gibt, derart, daB &(t)-&*(t) eine Lésung von (17 
mit demselben Anfangswert darstellt. Gehe ich aber damit in (17) 
hinein, 


langs der Kurve 2;(¢) mit dem Anfangswert £*(t,) =‘, so habe ich zu 


ket + ket + k{yt(ax, &) +k, (x, &)-€} 47 = 0, 
und beachte, daB é*(t) eine Lésung von (2) ist, so folgt fiir k(t) die 
Differentialgleichung 


(19 dlogk , e\ 2 
18) he =k, (x, &)-2° 
Daher erfiillt 
t 
: Sdrz"at 
(19) k(t) = e% 


alle geforderten Eigenschaften. 


Ergebnis. Die Gesamtheit der Vektoriibertragungen, welche mit 
einer y*(x, &) dieselbe Richtungsiibertragung bestimmen, wird gegeben durch 


(20 Bo (x, &) = yf (ax, &) +b, (x, &)-€4, 


wo k,(a,&) homogen von (0-ter Dimension in &'...¢& 
beliebig ist. 


, aber sonst 


Wenn wir in den Bereich unserer Betrachtungen nur lineare Uber- 
tragungen einbeziehen, so ist dieses Ergebnis in folgender Weise zu erginzen: 

Es sei Tj,(x) eine lineare Ubertragung einer Richtungsiibertragung. 
Dann wird die Gesamtheit der in der Richtungsiibertragung enthaltenen 
linearen Ubertragungen gegeben durch 





we é 7.) | F 
(21) Bi, (x) = Tie(2) + df-k-(2). | 





-f{=0 fiiri+k, 
5) 5° 
R\-1 fir i=k. 
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Beweis. Eine jede lineare Ubertragung Bj,(x) der zu Ij,(x) ge- 
hérenden Richtungsiibertragung mu8 nach (20) die Bedingung 
Bir (x)-§" = Vay(x)-€" +k, (x, €)-88 
erfiillen. Differentiieren wir nach &* rg summieren iiber 7, so folgt 
(22) Bi, (x) =Te a (2) +25 =.€° + n-k, (x, &). 
Weg n der Homogenitat von k, (2, £) verschwindet 
k, nr von z,... 2, abhiangen. 


sine gegebene Richtungsiibertragung braucht aber keineswegs lineare 


Vektoriibertragungen zu enthalten. Dazu miissen vielmehr gewisse Be- 
dingungen erfiillt sein. 


g Es darf daher 


a 


ok, a 
G 


7 


Wann 1aBt sich zu einem beliebig gegebenen y‘(z,&) ein k,(z, &) 


derart bestimmen, da8 (20) eine Linearform in den é wird, 
(23) Bi, (x)-" = yi (x, &) +k, (x, €)-6*? 


Es mége ein solches k, existieren. Wir suchen also zunichst nach not- 


wendigen Bedingungen. Dann gilt auch eine Gleichung, die aus (23) durch 
Differentiation nach &* hervorgeht: 

(24) Bi, (x — tr, ake ge 4 gi -k, ( 

- be\%) = eT oek “E* + Oph, (2, 


Eine weitere notwendige Bedingung erhalte ich, wenn ich i = k setze und 
summiere : 


‘ _o- ie 
(25) Bi, (x)= —.+n-k, (x, &). 
2: az 


Ersetze ich in (24) k, au~ (25), so folgt 


; ay! 1 a ey? 1 i ay" 
(26) Bi, (x) . — ——,( — }.g° — —§ | — — Be, }. 
as* n ar* oe? n ag" 
Um die Unbekannten B;, noch hinauszuwerfen, differentiiere ich noch einmal 


nach é*. Es bleibt eine Beziehung iibrig, welche nur noch die gegebenen y$ 
enthalt: 











¢ a*ys 
Li ak tk 
eo ag*.ag 
(27) 
2 a ¥ 1 
1 f a o7,\ , é Ov, 40 (Vs \\ 
— —--= } és cand Op = - é, k _ == 
n lar ag* \ae o&* \aE®/ os*\ae*/) 








Ich behaupte nun, daB diese Bedingungen auch hinreichen: Wenn die 
gegebenen y*(2,£) den Gleichungen (27) geniigen, so laBt sich ein bis 
auf eine additive Funktion k,(2) bestimmtes k,(xz,&) angeben, derart, 
daB (20) cine Linearform in den & wird. 
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Wenn dagegen Li 4g + 0 ist, so stellt sein Wert ein invariantes Ma8 
dar fiir die Abweichung der durch y‘ (x, ) bedingten Richtungsiibertragung 
von einer linearen. } kann daher als Kriimmung nichtlinearer Rich- 
tungstibestragungen gedeutet werden. 

Beweis. Wenn ich den Schritt von (26) auf (27) riickgingig mache, 
erkenne ich, daB 


é @, +. @ 


ey 1 @ (° , ae 
9 ee BAe el a? ‘~ = é 
(28) age =m OER Nae") -- = Ob Fee Fir(z) 
von 1... &”" unabhiangig ist. Ich setze in Anlehnung an (26) 
= Bj, (x) fir i+k 
(29) F;, (x) . 1 


_ Bj, — 


= Bi, fiir i = k (iiber ¢ nicht summieren.) 

Die Bi, (i+) sind somit unmittelbar gegeben. Fiir die Bf, er- 
halte ich, wenn ich r festhalte und ¢ von 1 bis n laufen lasse, n lineare 
Gleichungen. Ich werde spiter zeigen, da8 dieses Gleichungssystem wider- 
spruchsfrei lésbar ist und den Rang n— 1 hat. Das homogene System 


Fi, = 0 kann dadurch befriedigt werden, da8 alle Unbekannten 
Bi, = B}, =...= By, =1 
gesetzt werden. Daher ist die allgemeine Lésung des homogenen Systems 
gleich k,(x). Sei nun Ij, (iiber ¢ ist nicht zu summieren) eine beliebige 
Lésung des inhomogenen Systems, so lautet die allgemeine 
Bj, = Tj, +k, (2). 
Durch Hinzunahme der eindeutig bestimmten Bj, (i + k) finde ich schlieB- 
lich die allgemeine Lésung von (29) in der Form 
Bi, = Ii, + d4-k, (x). 
Das gesuchte k,(a,&) berechnet sich jetzt aus (25) zu 
or, \ 
rr) a k, (2). 
Eine additive Funktion k,(z) bleibt also noch willkiirlich. Damit kann 
ich von (25) auf (24) zuriickgehen; von (24) aber schlieBe ich ohne 
weiteres zuriick auf (23). 
Es bleibt noch zu zeigen, daB die Determinante m-ten Grades 
1 


& a dy,’ +a 
(30) k, (2, @)=1(Be, - )=1(rs,- 


r apa 
n aé n 
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fiir m =n verschwindet und fiir m+n von 0 verschieden ist. Addiere 
ich die 2. bis m-te Zeile zur ersten, und subtrahiere ich darauf die 
1. Spalte von der 2., 3.,..., m-ten Spalte, so kommt als Wert der Deter- 


. m 
minante heraus 1 — = 


Damit ist der Hilfssatz iiber den Rang des Gleichungssystems (29) 
bewiesen. 

Dieses ist dann und nur dann widerspruchsfrei lésbar, wenn der 
Rang der folgenden Matrix mit n Zeilen und n+ 1 Spalten ebenfalls 
gleich n — 1 ist: 





1 1 1 1 

Ares elle ~ Kir 

1 1 1 2 

~-. awd -i 
n n n 

1 1 1 n 

-_- = iia end Fae 





Greifen wir hier aber irgendeine n-reihige Determinante heraus, addieren 
die 2., 3.,..., n-te Zeile zur 1. Zeile, so besteht diese aus lauter Nullen, 
da Fy,= 0 ist. 

In genau derselben Weise wie in diesem Kapitel die Richtungs- 
iibertragung aus der Vektoriibertragung hervorgegangen ist, kann auch die 
Ubertragung eines beliebigen Tensors als Ausgangspunkt gewiahlt werden 
und die Schar der Ubertragungen, deren ,,parallele‘‘ Tensorfolgen lings 
irgendeiner Kurve sich nur um Proportionalitatsfaktoren in den Tensor- 
komponenten unterscheiden, zu einer Richtungsiibertragung zusammen- 


gefaBt werden. Wenn 


. I ° 
a} + ¥x,(%.@)-2"o = 0 


die Tensoriibertragung bedeutet, so wird auch hier die Gesamtheit der 
Ubertragungen derselben Richtungsiibertragung gegeben durch 
(31) BL (x, a)=y7_,(",@)+k,(2,a)-a7, 


wo k(x, a) homogen von 0-ter Dimension in den Komponenten von a ist. 
Beschrankt man sich auf den Bereich der linearen Ubertragungen, so darf 
auch k, nur von 2,... 2, abhangen. 


3. Die Metrik. 


Die Richtungsiibertragung erscheint nach den Entwicklungen des vorigen 
Abschnittes als ein gemeinsamer Ausdruck fiir eine gewisse Schar von 
Vektoriibertragungen. Das Verhiltnis der beiden Operationen kann aber 
noch von einem anderen Gesichtspunkt aus betrachtet werden. Eine 
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Vektoriibertragung, die in einer Richtungsiibertragung enthalten ist, ordnet 
jeder Richtung einer parallelen Schar von Richtungen einen ganz bestimmten 
Vektor zu, wenn auf einer Richtung ein Anfangsvektor vorgegeben wird. 
Da Vektoren derselben Richtung miteinander verglichen werden kénnen, 
so hat jede parallele Richtungsfolge durch die Vektoriibertragung eine 
Metrik erhalten. Von einer allgemeinen Metrik in der Mann‘gfaltigkeit 
miissen wir aber eine weit gréBere Beweglichkeit verlangen. Fis mu8 ge- 
fordert werden, da8 ein Vektor nicht nur lings einer parallelen, sondern 
langs jeder beliebigen Richtungsfolge verpflanzt werden kann. Das soll 
durch das folgende Verfahren erreicht werden: , 

Ich gebe in der ganzen Mannigfaltigkeit eine beliebige MaSfunktion 


L(x, &) homogen von zweiter Dimension in &*...é" vor. Auf jeder be- 


liebig vorgegebenen Richtungsfolge £‘(t) lings der Kurve z,(t) kann ich 
dann dadurch in jedem Punkt einen Vektor auszeichnen, daB ich seine 


Lange /(t) gemessen an L(x, &) irgendwie festlege. Fordert man etwa 
’ dl . ; ‘ , , 
l(t) = konsi. oder it = 9» 80 wird man auf eine Riemannsche Metrik mit 


der MaBfunktion L(x, &) gefiihrt. Ich will nun in allgemeinerer Weise 


fiir 1(t) die Differentialgleichung 





dlogl / ~~ -\ »a 
(32) Gee = Pa(%, €)-#* + yalz, &)-E 











vorschreiben. Da k(t)-é*(t) dieselbe Richtungsfolge darstellt, so darf sich 
auch (32) nicht andern, wenn ich &*(t) durch k(t)-é*(t) ersetze. Das 
lehrt, daB die y,(z, &) und die y,(z, &) nicht frei gewahlt werden diirfen, 
sondern noch den folgenden Bedingungen zu unterwerfen sind: 


»1 nn 


a(x, &) homogen von 0-ter Dimension in ¢ ... 
(33) wa(z, &) = »» (— 1)-ter “i 
wya(z, &)-E° = 0. 

Zu diesem Ansatz wird man in naturgemaBer Weise gefiihrt, wenn 
man die Giiltigkeit der Riemannschen Geometrie auf das Infinitesimale be- 
schrinkt. Die Ubertragung einer Lange |], von der Richtung z, &, auf eine 
andere Richtung x, ¢ kann definiert werden durch eine beliebige Zuordnung 
(34) L=I(z, &;1,), 


wo l(z, &) homogen von 0-ter Dimension in &*...&" vorauszusetzen ist und 
1, als Parameter auftritt. Die Lingen sind dabei gemessen an irgendeiner 
festen MaBfunktion L(z,é). Man wird verlangen miissen, daB der Lange 
cl, die Lange cl zugewiesen wird. Also ist (34) zu spezialisieren auf 


1 = 1,-1(x, é). 


vr 


1 


“Yr 
Sve 


” 
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Um dem infinitesimalen Charakter unserer Geometrie gerecht zu werden, 
fordern wir, daB der Umgebung einer jeden Richtung z, &, in individueller 
Weise Funktionen /(z, &) zugeordnet werden 


(35) L=1,-l(x, &; 2, &) 
und beschrinken den Anteil der Funktionen an der Ubertragung nur auf 
die Umgebung von 2,,&,. Es soll — exakt ausgesprochen — durch (35) 
das Differential der Lange 
. j 1 ' al a 
(36) dt =1§(2) dx« + (=) ae 
eg 


o\ \dz,/ » 


bestimmt sein. Da die Faktoren von dz“ und dé“ nur noch von den 
Parametern abhangen, so bilden sie in ihrer Gesamtheit Funktionssysteme 
%,(%o» &o) und wy, (x, &). Schreiben wir fiir x, &, wieder x und £, so 
geht aus (36) die Gleichung (32) hervor. 

Bei Abinderung des Koordinatensystems 


sd (xz = 
©, SH B\ 4. + A 


t OL 
Ox, 


transformieren sich die y, und y, folgendermaBen: 


B 


E 
)y ¢ 


Ure 


n 


. Oz. . a*z ne wae 6x, \ 
ae , = a t = Py, B= — zt 
Pa t+ Pal = Pazg 2 + Ye (sae é ot a9, 8 | 
< oF ct 
=G, 7 +9,¢, 
2 
—_ 0x, -— 0 x, zB 
7) Fi = Pa oz, ' ve 0x, 0L, ad 
(37 
0x, 
i. = )«- > 
Vi = Yaz 


Nur die y, bilden also einen kovarianten Vektor, wahrend die q, sich 
in allgemeinerer Weise transformieren. 


Da die MaBfunktion, in welcher die Linge der iibertragenen Vek- 
toren gemessen wird, ganz beliebig ist, so miissen die Gleichungen (32) 
auch invariant sein gegeniiber einer beliebigen Abanderung von L (2, é): 
(38) L* (x, )= A(z, &)-L(z, é), 
in welcher Beziehung auch 1* und J stehen: 

L* (t) = A(ax(t), &(t))-2(t). 
Die Differentialgleichung der Langeniibertragung 
dlogt* @logA ia , @log A za 1. pe 
— _ -* *z + a g + Pat + wae 


— (7. 7. wd. Fs z* + (v. + ah “) é* 


Ox, ' ae® 
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behalt daher ihre Gestalt, wenn wir y* und y* in folgender Weise ein- 
fiihren: 


@ log A 
Pa = Pa + 7a, 


39 
(5) >  @log A 
yt =y.+ i 
ag° 
Die drei Bedingungen (33) bleiben auch fiir g* und y* bestehen. 
Ich fasse zusammen: 


Die Metrik in einer Mannigfaltigkeit wird beschrieben durch zwei 
Funktionssysteme p.(x,&) und w.(x,&), die den drei Bedingungen (33) 
geniigen. Beide Funktionssysteme sind erklirt in bezwg auf eine MaB- 
funktion L(z,&). Die Ubertragung einer Lange |, lings einer Richtungs- 
folge &*(t), deren Anfangspunkt auf der Kurve z,(t) entlang gleitet, wird 
gegeben durch die Differentialgleichung (32). Bei Abdnderung des Koordi- 
natensystems transformieren sich die p, und yw, gemapB (37), bei Ab- 
dinderung des ,,metrischen Bezugssystems“ gemaB (39). 

Die Metrik hat durch diese Auffassung einen véllig neuartigen Cha- 
rakter erhalten. Aus ihr ist auch noch das letzte starre Element: die 
feste Fundamentalform g;,&*&* verschwunden, und hat sich in einer groBen 
Beweglichkeit aufgelést. Die statische Auffassung vom Wesen der Metrik 
hat sich in eine dynamische gewandelt. Den statischen Fall haben Helmholtz 
und Einstein physikalisch als den Inbegriff der Lagerungsmdglichkeiten 
starrer Stabe gedeutet. In einer dynamischen Begriindung, wie sie durch 
die Differentialgleichung (32) ihren Ausdruck gefunden hat, tritt an Stelle 
dessen als allgemeinere Gesetzlichkeit der Inbegriff der Bewegungsmdglich- 
keiten starrer Stabe. Die feste Fundamentalform ist vdéllig aufgegangen 
im Bezugssystem. Der MaBfunktion L(x,) kommt keinerlei reale Be- 
deutung mehr zu. Sie ist lediglich ein Mittel zur Beschreibung; sie be- 
schreibt nicht mehr selbst. Die Riemannsche Forderung der Unabhingig- 
keit aller geometrischen GréBen vom Koordinatensystem ist zu erganzen 
durch die Forderung der Unabhangigkeit aller metrischen GréBen vom 
metrischen Bezugssystem. 


4. Die verschiedenen Arten der Integrabilitit der Langeniibertragung. 


Was geschieht, wenn die Kurve z,(t), lings der die Richtungsfolge 
&*(t) entlang gleitet, in einen Punkt 2, ausartet? Die Differential- 
gleichung (32) lautet in diesem Falle 


dlogl r)é 


(40) ———— Wal %, > 


Im allgemeinen wird die Ubertragung einer Linge von einer Richtung 
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in x, auf eine andere in x, von der verbindenden Richtungsfolge abhangig 
sein. Dann und nur dann liefern die verschiedenen Drehungen um einen 
Punkt aus einer Anfangsrichtung in eine Endrichtung dieselbe Lange, 
wenn die Integrabilitaétsbedingungen 
evi OW, 

( } l y); —_ = 0 

Vik Or, OX; 
erfiillt sind. Verschwindet y;, nicht, so stellt sein Wert ein invariantes 
Ma8 fiir die Abweichung vom integrablen Fall dar. Die Invarianz bei 
Abiinderung des metrischen Bezugssystems iibersieht man sofort. Gegen- 
liber Koordinatentransformationen zeigt (41) Tensorcharakter: 


12 OX, OX, 
) D. a OX. 
sh OX; Oy Vre 
y;, Soll als ,,Kriimmungstensor der Drehungen“ bezeichnet werden. 


Wenn y,, = 0, so laBt sich stets eine und bis auf einen Faktor c( 2x) 
nur eine MaSfunktion K(2,&) angeben, in bezug auf welche simtliche 


y* = 0 sind; denn die Gleichungen 


, clog A 
yi Y; - - 





ae* 0 
lassen stets eine bis auf einen Faktor c( x) bestimmte Lésung nach A(z, ) 
zu, weil y,, = 0. 
Aus y* = 0 folgt fiir eine beliebige Drehung um einen Punkt 2, 
ai" =0, Il” =K(zx,, &) = konst 
dt . soit ; 
In dem affinen Vektorraum des Punktes z, erfiillen also die Endpunkte 
der Vektoren, welche aus einem durch eine beliebige Drehung hervor- 
gehen, gerade eine (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit, auf der die aus- 
gezeichnete MaB®funktion K(2z,,&) konstante Werte annimmt. 

Dem metrischen Kriimmungstensor kommt also fiir das metrische 
Bezugssystem eine ahnliche Bedeutung zu, wie dem Riemannschen Kriim- 
mungstensor fiir das Koordinatensystem. Wie bei verschwindendem Riemann- 
schem Kriimmungstensor das kartesische Koordinatensystem vor allen an- 
deren ausgezeichnet ist, dadurch, daB in ihm die Fundamentalform be- 
sonders einfach wird, so gibt es auch bei verschwindendem metrischem 
Kriimmungstensor ein ausgezeichnetes metrisches Bezugssystem, die ,,kar- 
tesische“ MaBfunktion, in dem die Differentialgleichung der Langeniiber- 
tragung eine Vereinfachung zuliBt. Die bisherige Behandlungsweise der 
Metrik hat durch die Forderung der Existenz einer festen Fundamental- 
form nur diesen ,,kartesischen“ Sonderfall beriicksichtigt. 
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AuBer den GréBen (41) zeigen noch Invarianz gegeniiber Abanderung 
des metrischen Bezugssystems 


: Fe 
(43) Kin = 3ek ax,” 

' wae 298 __ 9% 
(44) Pik = 5x, dx,’ 


wie man ohne weiteres iibersieht. Bei Abanderung des Koordinatensystems 
dagegen transformieren sich die z,, in folgender Weise: 

Ox, Ox, Ox, a*z, z 
(45) Lin = 35,03, 4re + 5, 05,080 © Vee 
Sie zeigen also dann und nur dann Tensorcharakter, wenn simtliche 
y,, = 0 sind, 

Um in diesem Fall ihre geometrische Bedeutung zu finden, denken 
wir uns zwei verschiedene Punkte verbunden durch eine feste Kurve und 
in jedem Punkt eine feste Richtung. Gefragt wird, wann die Langen- 
iibertragung von der einen Richtung auf die andere unabhingig ist von 
der verbindenden Richtungsfolge. Wir wollen zeigen, daB das dann und 
nur dann der Fall ist, wenn neben y,,=0 auch z7,,= 0. 


Beweis. Wiirden nicht alle y,,—0 sein, so kénnte ich durch eine 
beliebig eingeschaltete Drehung die fragliche Integrabilitét stets zerstéren. 
Es miissen also simtliche y,, verschwinden. Wahlen wir die ,,kartesische“ 
MaBflache zum metrischen Bezugssystem, so lautet die Langeniibertragung 

dlogl , 
FE = Ga (2, &)-#°. 
Bei fester Kurve ist diese nur dann von der Richtungsfolge unabhangig, 


wenn 


a”, 
(46) 7 9 


In einem beliebigen metrischen Bezugssystem lautet diese Bedingung 


denn dieser Ausdruck ist invariant und geht fiir die ,,kartesische“ MaB- 
funktion in den obigen iiber. 


Zi, kann also als der Kriimmungstensor der Verpflanzungen langs 
einer festen Kurve gedeutet werden. 


Die GréBen (44) erfahren bei Abianderung des Koordinatensystems 
die folgende Transformation: 
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o 
= - 02, OZ, 
(47) . 2 eee * = 
tk 0%, 0%, Pre 
7) 3 
4 (ee Om, _—oa, 0” 2, )Ee 
' \OX, Om: 0% OX, 0%,:0%a 5 “drs 


3 2 E 
ee ee ae 
O%,-0La O%,- OX a 





Die ;, zeigen also nur dann Tensorcharakter, wenn samtliche y,, und 
siimtliche 7,, verschwinden. Es miissen sowohl die Drehungen um einen 
festen Punkt als auch die Ubertragungen lings einer festen Kurve unab- 
hangig von der verbindenden Richtungsfolge sein. Fiihren wir die ,,kar- 
tesische“‘ MaBfliche ein, so lautet die Ubertragung in Riicksicht auf (46): 


, dlogl ' , 
(48) a = y,(x)-#*. 





Daraus entnehmen wir, daB der Tensor ¢;, ein invariantes Ma8 fiir die 
Abhangigkeit der Ubertragung vom Wege darstellt. Gilt insbesondere 
neben y,,= 0 und z,,=0 noch g,,=0, so ist die Ubertragung auch 
noch vom Wege unabhangig, also iiberhaupt integrabel. Die Differential- 
gleichung (32) kann dann durch eine Funktion /(z, &) integriert werden. 


Der Tensor ¢;, ist die Weylsche*) Streckenkriimmung. Er besitzt 
aber nicht nur wie bei Wey]! fiir die ,, kartesische‘* MaBfunktion Bedeutung, 
sondern gilt in jedem metrischen Bezugssystem. 

In derselben Weise, wie es soeben fiir Vektoren geschehen ist, kann 
nun auch fiir beliebige Tensoren a/ eine Metrik definiert werden. Man 
fordert, daB die Lange 7 des Tensors, gemessen an einer beliebigen MaB- 
funktion L(x,a) homogen von zweiter Dimension in den Komponenten 
von ai, bei der Ubertragung auf der ,,Richtungsfolge‘ a/(t), die lings 
der Kurve z;(t) entlang gleitet, der Differentialgleichung 
(49) dlogl — 


-@ \. Pe LL wB/ a4 
qt = Pal%, @)- #* 4 y B(x, a) as 





geniigt. Da c(t)-a/(t) dieselbe ,,Richtungsfolge“ darstellt, so miissen 
py, und w# den folgenden drei Bedingungen geniigen: 


y,(%,@) homogen von 0-ter Dimension in &'... &", 
(50) ypF(z, a) ” ” (—1)-ter ” ” NT pall 
yB(r,a)-a4=0. 


Mit der Begriindung der Metrik haben wir das letzte Grundelement 
zum Aufbau einer Geometrie in die Mannigfaltigkeit hineingetragen. Die 
Fragen, die wir uns im niachsten Abschnitt zu stellen haben, lauten: Wo- 


®) H. Weyl, R.Z.M. 4. Aufl., § 16. 
8* 
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durch kénnen Vektoriibertragung, Richtungsiibertragung und Metrik mit- 
einander verkniipft werden? Wie miissen die drei Grundgebilde ineinander- 
greifen, damit eine einheitliche Geometrie entsteht ? 


5. Die Beziehungen zwischen Vektoriibertragung, Richtungsiibertragung 
und Metrik. 


In der Einleitung zum 3%. Abschnitt haben wir schon die Tatsache 
erwahnt, da8 durch eine Vektoriibertragung, die in einer Richtungsiiber- 
tragung enthalten ist, einer jeden parallelen Richtungsfolge eine Metrik 
aufgeprigt wird. Es fragt sich aber, ob die so auf den parallelen Rich- 
tungsfolgen definierte Metrik in den Rahmen einer allgemeinen Metrik 
eingeordnet werden kann. Wenn wir andererseits der Metrik die Prioritit 
zuschreiben, so entsteht die Frage, ob die durch eine Metrik auf einer 
jeden parallelen Richtungsfolge bestimmte Vektoriibertragung unter den 
Begriff der im 1. Abschnitt eingefiihrten Vektoriibertragung fallt. Beide 
Fragen sind zu bejahen. Die Abstimmung von Vektoriibertragung und 
Metrik wird erzielt, wenn man von der Vektoriibertragung die Ldngen- 
treue fordert. Die zweite Frage findet dann ihre Beantwortung in folgendem 

Satz. Zu jeder beliebig vorgegebenen Metrik (x, &), y,(x,§&) in 
bezug auf L(x,&) lapt sich in vielfacher Weise eine langentreue Vektor- 
tibertragung ermitteln. Zu einer eindeutigen Festlegung gelangt man durch 
Vorgabe der Richtungsiibertragung. 

Beweis. Wenn eine Vektorfolge £*(t) lings einer Kurve z,{t), fiir 
welche die Differentialgleichung 


~ ty -\ of 
(2) o+7,(%5)% =0 
besteht, langentreu sein soll, so muB sie auBerdem der Differentialgleichung 


(51) = yp, (2, &)-#° + y,(z, €)-é 


a 


geniigen. Fiihren wir die Differentiation nach ¢ aus und ersetzen &" aus (2), 


so folgt 
A log L é! L a) «f 
I = —¢ i) (Co. = Va) Yi | z'=0. 


» 
CX aé 


Da dies in einem festen Punkte fiir ein beliebiges System von n Zahlen 


z*...2" gelten mul, so erhalten wir als notwendige und hinreichende 
Bedingung fiir die Lingentreue einer Vektoriibertragung, daB die eckige 


Klammer fiir sich verschwindet: 





é log L P 
-—— — p;) — 


Cz; cet 


é log L « 
(52) f _— — é 
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Das sind n Bedingungen fiir die n* Funktionen y;(2,&). Es existiert 
also eine n(n —1)-parametrige Schar von Lésungen. 

Wenn ich jetzt mit beliebigen y? in (52) hineingehe, so wird die 
linke Seite nicht verschwinden. Ich behaupte aber, daB ich dann stets 
auf eine und nur eine Weise zu einer anderen Vektoriibertragung derselben 
Richtungsiibertragung iibergehen kann, welche (52) erfiillt. Die Gleichung 

(2 log L em (2 log L © 
Ox, i) \ ag 





y \(y, +k: é") =0 


‘¢ . 
fiihrt nimlich wegen der Homogenitét von L(x, £), 


a 
OL pa_ 91 
s = Gis, 
7 
Cs 
a“ 


und der Bedingungsgleichung y, & 0 auf 





_ * se log L \ ho log L 
(53) 2k; (x, €) + (—E — »,) — (8 - y,); 

CX / . oF ie 
Die Vektoriibertragung 


i 


Bs (a, €) = 95 (x, &) + h(x, &)-€", 
welche derselben Richtungsiibertragung wie die gegebene angehdrt, ist 
somit eine lingentreue, wenn die k,(x, £) der Gleichung (53) entnommen 
werden. 

Durch diesen Satz findet die in der Einleitung vertretene Uberzeugung 
vom Wesen der Geometrie ihre Bestitigung. Die beilen voneinander un- 
abhangigen Bausteine, welche zur Begriindung einer Geometrie ausreichen, 
sind die allgemeine Metrik und die Richtungsiibertragung. Die Vektor- 
iibertragung muB aus den beiden Grundelementen erschlossen werden 
Das kann dadurch geschehen, da aus der Richtungsiibertragung diejenige 
Vektoriibertragung ausgesondert wird, die lingentreu ist; oder anders aus- 
gedriickt: daB vermége der Metrik ein Vektor auf einer parallelen Rich- 
tungsfolge verpflanzt wird. 

Kann nicht auch umgekehrt die Vektoriibertragung als Ausgangspunkt 
gewihlt werden und aus ihr nicht nur die Richtungsiibertragung, sondern 
auch die Metrik abgeleitet werden? Damit kommen wir zur Beantwortung 
der ersten eingangs gestellten Frage: 

Zu einer beliebig vorgegebenen Vektoriibertraguny lajst sich in viel- 
facher Weise eine allgemeine Metrik ermitteln, an der gemessen die Vektor- 
iibertragung ldngentreu ist. Zu einer eindeutigen Festlegung gelangt man 
durch Vorgabe der w,(x,&) in bezug auf eine Mapfunktion L(x, &). 

Beweis. Entscheidet man sich fiir ein bestimmtes metrisches Bezugs- 
system L(a,&), so sind die 2n GréBen yw; (x, &), y;(x, §) s0 zu wahlen, 
daB die n Gleichungen (52) und die Gleichung y,&° = 0 erfiillt sind. 
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Das ist auf (n —1)-fache Art und Weise méglich. Gibt man auBer der 
MaBfunktion L(x, ) noch die y, mit y,&“ = 0 vor, so ergeben die Glei- 
chungen (52) eindeutig die fehlenden ¢;. 

Insbesondere gibt es bei vorgegebener ,,kartesischer‘‘ MaBflache stets 
eine und nur eine in den Drehungen integrable Metrik, welche die gegebene 
Vektoriibertragung langentreu macht. Daraus erhellt, daB eine Vektor- 
iibertragung zusammen mit einer ,,kartesischen‘‘ Ma®funktion ebenfalls 
zum Aufbau einer Geometrie ausreicht; denn die Vektoriibertragung be- 
stimmt unmittelbar die Richtungsiibertragung, und die vollstandige Metrik 
wird erhalten, wenn zu der ,,kartesischen“ MaBflache nach dem eben be- 
wiesenen Satze die fehlenden ¢,(x, &) ermittelt werden. 

Es fragt sich nun, welches die unabhingigen Bausteine sind, die zur 
Grundlegung einer Geometrie ausreichen, wenn die Metrik sowohl als auch 
die Richtungs- und Vektoriibertragung noch weiter spezialisiert werden. 
Ich will etwa annehmen, daB als zulassig nur Weylsche Metriken 


P; Mp; (x), y= Q), K(z,&)= 9;, (2) &*E* 


und lineare Ubertragungen ye ( z,&)= ry x) é* in Betracht gezogen werden 
sollen. 

Die Uberlegungen, welche hier zum Ziele fiihren, sind keineswegs als 
Spezialfall in den allgemeinen Satzen enthalten, erfordern vielmehr gesonderte 
Behandlung. Den neuartigen Verhaltnissen wird der folgende Satz gerecht : 


Zu jeder beliebig vorgegebenen Weylschen Metrik g,,(x), p,(a) lapt 
sich in vielfacher Weise eine langentreue lineare Ubertragung Iy,(x) ermit- 
teln. Zu einer eindeutigen Festlegung gelangt man durch Vorgabe des Tensors 

Si, + (0s — Tye). 

Da der Beweis dem Wesen nach iibereinstimmt mit der Berechnung 
der Dreizeigersymbole aus den g,,, so soll er hier iibergangen werden ’). 

Wenn wir uns von vornherein nur auf solche lineare Vektoriiber- 
tragungen beschranken, welche der Symmetriebedingung r= rs geniigen, 
so wird durch diesen Satz die Vektoriibertragung und damit auch die 
Richtungsiibertragung zuriickgefiihrt auf die Metrik. Das einzige unab- 
hangige Element, welches zum Aufbau einer Geometrie ausreicht, ist die 


Metrik. Diese Auffassung vom Zusammenwirken der drei Grundgebilde 
vertritt H. Weyl. 





*) Ein vollstindig durchgefiihrter Beweis findet sich bei J. A. Schouten: Uber 
die verschiedenen Arten der Ubertragung in einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit, 


die einer Differentialgeometrie zugrunde gelegt werden kénnen.“ Math. Zeitschr. 13 
(1922) 


(Eingegangen am 24. 4. 1924.) 


Einstein spaces which are mapped conformally 
on each other. 


Von 
H. W. Brinkmann in Cambridge (Mass., U.S. A.). 


§ 1. 
Introduction. 


It is well known that a Euclidean n-space, that is, a Riemann space 
whose squared line element is 


2 3 ' 3 
ds*=dz;+dzj3+...+dz; 


can, for n >3, be mapped conformally on itself only by inversions and 
similarity transformations (Liouville’s theorem). An analogous question 
arises when, instead of Euclidean space, we consider those spaces which 
satisfy Einstein’s gravitational equations for “empty space” and which we 
call Hinstein ‘spaces. A difference arises, however, out of the fact that 
for n> 4 two Einstein spaces need not be isometric, hence we set the 
problem as follows: When can an Einstein space be mapped conformally 
on some (possibly different) Einstein space and in how many ways can 
it be so mapped? The present paper is devoted to the solution of this 
problem. The related question: When can an Einstein space be mapped 
conformally on itself? will be answered also in the course of the 
investigation. 

Before going on to attack the question it is necessary to make a few 
general remarks. If V, and J, are two conformal Riemann spaces and 
the line element of V, is given by 


ds* = g,,d%,42%p, *) 


that of V, may be put in the form d3*= uds* where uw is a function of 


*) Indices i, j,..., a, 8,... are to run from 1 to m and repetition of an index 
is, as usual, to imply summation over these values. 
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z,,---,2,. If mw is a constant the conformal map is merely a change of 
scale and is without interest — in particular, if V, is an Einstein space, 


y, will be Einsteinian also. Such a map we call trivial and it is evident 
that in our problem we may restrict ourselves to non-trivial maps. We 
find it necessary to distinguish between two kinds of non-trivial maps in 
as much as they have totally different properties in the problem we are 
interested in. In fact we call a map improper if it is non-trivial and 
its modulus « satisfies the equation 


» CON 
where 4, u = g*? 
g "3 


: as usual; a non-trivial map which is not improper 
=z 


a / 

we shall call proper, so that a proper map is distinguished by the pro- 
perty 4,4==0. In case we were to restrict ourselves to spaces whose 
line elements are given by real, definite quadratic forms, improper maps 
would not admitted to the discussion; we de not wish, however, to make 
such a restriction — indeed, in the applications to the theory of relativity 
we are especially interested in spaces with indefinite quadratic forms of 
a certain type — hence we must investigate improper maps with 
great care. 

In a previous paper*) the author has determined the conditions on 
the coefficients of the line element of a Riemann space necessary and 
sufficient that this space be conformal to some Einstein space. Some of 
the theorems given there will reappear here in a somewhat different guise. 

The equations which are at the bottom of the situation are set up 
and discussed in § 2. Then we turn to the actual determination and 
study of all Einstein spaces which can be mapped conformally on some 
Einstein space in a non-trivial way. In § 3 this is done for the case 
where the map is proper, in § 4 the improper case is taken up. As in 
the previous paper “R. E.” the dimension n = 4 is treated with special care. 

§ 2. 
Preliminary discussion of the equations. 


We take a V, whose line element is given by 


1) ds* = gazdz,dzz, 19:;| == 9, 
and assume this V, to be Einsteinian; this means that 
(2) R,, = Rg 
= ij n fg 


*) Riemann spaces conformal to Einstein spaces, Math. Ann. 91 (1924) p. 269 
to 278. This paper wil! be cited as “R. E.”’. 
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where R,;, and R are the contracted Riemann tensor and scalar curvature 
of V, respectively. The case n = 2 is trivial and the same is true of the 
dimension n = 3 since an Einstein V, is spherical, hence we may, and 
shall, assume n>4. Then R is constant. We shall also find it convenient 
to introduce the constant 


Next we take any V, which is conformal to V 


n 


,» the map being non- 
trivial. It will be convenient to take the squared line element of V,, in 
the form 


¢ si 1 
(3) d5* = —, Jagdz,dx, 
y* 


where, then, y is not a constant. We shall distinguish by dashes all 
quantities belonging to V,. Then V, will be an Einstein space if and 
only if 
1 

aes, ) 
(4) Ry, = = RG; ;. 
We denote the first, second, ... covariant derivatives of a tensor 7';; 
with respect to (1) by 


13. Sho 26f.. ARBs +208 


If we compute the necessary tensors of V, in terms of those of V, and 
y, and substitute the result in (4) we find that V,, is an Einstein space 
if and only if*) 


(oa) Vij = N Gij» 
5b) 2Ny= Ky'*+4,y—K, 
where 
> R 
yaP ayy lie = 
Ay= 9% ways, K= 7) 


The first and most important step in discussing these equations is to 
determine N. If we differentiate (5b) covariantly we get 


NivtNy, = Kyyitg’ yay 


Bis 
and when we substitute in this from (5a) and simplify this becomes 
N; = K Wis 
so that 
N=Ky-+D, D a constant. 


*) These equations may be obtained from (2.26), (2.27) of “R. E.” by putting 
A=—logy and Ay=N—-}j Ky. 
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(6a) vas = (Ky + D) H; 
(6b) 4,y=Ky*+2Dy+K. 
It is to be observed that the second of these equations is a consequence 
of the first. In fact, by the aid of (6a) we find 
[4, y — (Ky*+ 2D y))a= 29% We yes — 2K yy — 2D yn=0 


so that (6b) must hold for some constant K. 

Equation (6b) enables us to determine when our conformal map is 
improper. For, the map (which is assumed non-trivial) is improper if 
and only if 4, y= 0, and this is the case if and only if 
(7) K=K=D. 


In particular we have the following theorem. 


Theorem I. Jf an improper conformal map exists between two 
Einstein spaces, each of these spaces must have zero scalar curvature. 


The system of equations (6a) which wy has to satisfy is essentially 
linear. In fact, let wy and yw) be two solutions, D, and D, the corre- 
sponding constants D. If we set 


y=ay” + by® +e 

where a, b,c are constants, we readily find that 
Y= (Ky+ D)9;; 

D=aD,+ 6D, — Ke. 


where 


We shall call a set of solutions y”),..., y® independent if no equation 
a,y)+...+4a,y%+b=0 


with constant coefficients a,,...,a@,, 6 holds; we shall speak of the corre- 
sponding conformal maps as independent maps. There must then exist a 
set of solutions y™,...,y (r 20) which are independent and such 
that any solution can be expressed in the form 


y=a,y%+...+4a,y%+5b 
where the a,,..., 6 are constants. The most general Einstein space con- 
formal to the Einstein space V, bas, then, the line element 
1 2 
(a,y%+...+a,-y™ +6)" 


d3? = 
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§ 3. 
The proper case. 


3.1. Determination of all Einstein spaces that can be properly 
mapped conformally on Einstein spaces. We shall now assume that (6a) 
has a solution y= for which 


(8) 4,9 = 9°? Ya Pip = 0; 
let the corresponding value of the constant D be A so that 
(9) Pais = (Ky + A) 3. 


The discussion rests upon the introduction of an appropriate coordi- 
nate system. We may, in fact, take @ as the coordinate z,,' 


z,, = 7 
and shall take for 2,,..., %,-, any set of n — 1 functionally independent 
solutions of the linear homogeneous equation 
@Z 
ed 


Such a set exists according to the theory of linear homogeneous partial 
differential equations; furthermore g does not satisfy this equation, accor- 
ding to (8), hence z,,...,2%,-,,Q Will be functionally independent and 
may therefore be used as new coordinates. In these coordinates we will have 

g'*=0 (i +n) 
since 2,,..., %,—, satisfy (10). It follows that 


“° 9;, = 0 (t+ n). 
Since 

ae ao a a 

PAI Fx, 0x, 7 Oz, 


where I"; are the Christoffel symbols of the second kind for V, equation (6a) 
now becomes 


(11) lj = — 9s3(K p+ A). 

For the rest of this section we shall let a, b,c,... take the values 
1,2,...,—1, repetition implying summation over these values as usual. 
Let j = n, i =a, then (11) gives 

en _ 
OL 


so that g,, is a function of alone. We set 


1 nun 
f= --=9 


~~ in 
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and use accents to denote differentiation with respect to m. Next let 
i = j= n; (11) then becomes 


1 


34-- 9an = — Inn (Kp + A) 
or 
(12) f' =2(Kp+A), 
whence 
(13) f=Kop*?+2Aq+B, A,B constants. 


Finally let i—a, j = 5b im (11), there results 


1 f Jas 


2 eg 


— — GJa,( KF | A) 


and with the aid of (12) this becomes 
O9ar - f’ 
So °Y f 
We conclude that 
Yu = f Gar 


where g2, is a function of 2,,...,2%,-, only. Putting all these things 
together we see that with the present coordinates the line element of V,, 
must look like this: 
e l @ = 
(14 ds* ; dgp* + fda" 
f 

where f is given by (13) and 
15 do* = g3,d2z,dx, 
° ‘ » P ° 
is the line element of a V,_, which does not involve @ as a parameter. 

We must now see whether the V, whose line element is given by 
14) can be Ejnsteinian or not. Let us assume for the moment that fis 
any function of m but that the coefficients gf, of do* are independent of 
gp just as before. If stars are used to identify quantities belonging to 
+* 
V; 


« 


, we readily get 


1 2) 
\n -2)f , 


ow 
Rap = Ros + geo aff 


4 J 
1 f” 
Ran= x(n -1)-+> 
Rew = 0. 
Now we must make R;,=(n—1)Kg;, and this equation will be satis- 


fied if and only if 


. — _ 1 , of 8 | 
(16) Ri, =9e0\(n—-1)Kf—<s ff —q(n—2)f ; 
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and 
or = 2K. 
Hence 
f= Ko*+2Aqv+B, A,B constants, 


— so that f must be of the form (13) — and when this is put in (16) 
this remaining condition becomes 





” * nes BB” ..2 
(1% Ran =(n —2)K gav-—; Gad 
where 

* R* »2 o 
(18 K*° = ————;, = BK -A. 
(n—1) (nm —2) 


Thus we get the following theorem. 

Theorem II. An Einstein space V, can be mapped conformally 
on another Hinstein space by a proper map if and only if it can have 
its line element put in the form (14), (15) where f is obtained from 
(13) and gi, is independent of ~; V,, will then be Hinsteinian if and 
only if V,_, is Einsteinian and has its scalar curvature given by (18), 

. ‘ , . 1 @ 
One of the Einstein spaces conformal to V,, has the line element pits”. 
If V,_, is Einsteinian and f is any function of p we readily show that 


* 
Cadea fCaveas 
Crada — 0, Cade =). 
Since an Einsteinian V, is spherical (that is, isometric to a hypersphere 


in (n + 1)-dimensional Euclidean space if R + 0 and Euclidean if R = 0) 
if and only if C;;,,=0, we get the following result. 

Theorem III. The V,, of Theorem II is spherical if and only if 
V._, #8 spherical. 

An Einsteinian 3-space is necessarily spherical‘), hence we get the 
following important particular case of Theorem III. 

Theorem IV. An Einsteinian V, which can be mapped conformally 
on another Einstein space by a proper map is spherical”). 

The V,, conformal to V, which is obtained by putting y = ¢— in (3) 


has the line element 


We may write this 


*) J. A. Schouten and D. J. Struik, Amer. J. Math. 43 (1921), p. 213—216. 
5) This is Theorem XIII of “R. E.”. 
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F=Br*+Ar+K, t= 


> 


but do* is left intact. This checks the fact that V, is also Einsteinian; 
furthermore we see that the scalar curvature of V., or rather the related 


n? 


quantity A, is given by 
K=B. 


If the scalar curvatures of V, and V,, both vanish (K = B= 0), the two 
spaces are clearly isometric. When neither of the scalar curvatures vanishes 
(K +0, B+ 0) either space is isometric to that obtained by changing 
the scale appropriately in the other. For if we put 


the line element of V, can be written 
2 mf 3 a . 2) 
d= > HG dé +f(é)do | 
and this proves the statement just made. Thus we are able to state the 


following two theorems — the second one is an immediate consequence 
of Theorem I. 


Theorem V. Jf two Hinstein spaces both of whose scalar curva- 
tures are zero are mapped conformally by a proper map, they are 
tsometric. 

Theorem VI. Jf two Einstein spaces are mapped conformally and 
their scalar curvatures are both not zero, then either space is isometric 
to that obtained from the other by a certain change of scale*). 


It will be seen in § 4 that Theorem V will no longer be true if 
the words “by a proper map” be omitted from it. It is perhaps hardly 
necessary to call attention to the fact that if one of the scalar curvatures 
vanishes and the other one does not the two spaces can, of course, not 
be isometric so that we have no theorem in this case which is analogous 


to Theorems V and VI. . 
The line element (14), (13) of V, is entirely unchanged in form if 
gy is replaced by p-+ a, where a is any constant — the values of the 


constants D and B are merely altered. Consequently the space V, whose 
line element is 


ds’?— —1__ de? 
(y—a) 





*) This theorem was stated without proof in “R. E.” (Theorem X). 
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is also Einsteinian and it is easily seen that its scalar curvature is given by 
K’= Ka?+2Aa+B. 
There will be two, one or no values of a for which K’=0: 


Two values when K +0, K* +0, 


i 
One value ” j K=0, x +0, 
lor K+0, K*=0, 
No values » K=K*=0, ie K=A=0. 


4.2. Hinstein spaces which can be conformally mapped on Einstein 
spaces in several ways. We now assume that our Einstein space V, has 
its line element given by (14), (13) and propose to find the most general 


solution of equation (6a); we shall thus find the most general Einstein 
space V, conformal to V,. 


When we put i=j=n; t=a,j=—n; t=a,j=b in turn in (6a) 
we find that it is equivalent to 


, 


(198) Sr tih=7(Kvt+D), 


a*y f' dy 
¢ Te @ im 
(19b) dz,09  2f Oz’ 





: : a c @ 1 , a 
(ise) (42% — rg) +3 rr’ oh % = 19h (Ky +D). 
From (19b) we deduce 





Op wr % 
02_ ah Le 4 
z being a function of z,,..., %,-, only and from this we conclude that 
y=2zVf+6, 


where @ is a function of m only. Next we substitute this value in (19a), 
(19¢c); the first of these gives 


” 1 1 war 
(20) 6"—=(K0+D—>7'6'| 
and the second reduces to 
. c — 1 fo’ 
(22. — ray 24) = 95, [x*x +17 (K0+D-47'0)]. 


We may write the last one in the form 
(21a) Linde = Gav (K*x T D*), 


— 1 fal’ 
(21b) bD*=Vf{K0+D—51'0'|, 





128 H. W. Brinkmann. 





where the starred covariant derivative means that it is to be taken with 
respect to V,_,. It thus appears that D* must surely be a constant, hence 
yz must sat satisfy for V,-, just the sort of equation that y satisfies for 


V,. In other words 
d6* = J da* 
73 
is the line element of an Einstein (n — 1)-space V* , conformal to the 
Einstein space V,_,. 
It remains to determine § and to see what relations hold between 
the various constants concerned. From (20) and (21b) we see that 


(22) § = 


and all we need to do is to solve this equation and substitute the result 
in either (20) or (21b). Before proceeding to do this, however, we will 
obtain a general expression for the scalar curvature (or rather A) of J’,. 
To do this we use (6b). Now 


oy . * 
A ¢ 
f(5e) +422 


and when we substitute the value of wy we readily get 
(93) K=K*+@ 
where 
Q=—f0*— K0°—2D0 
and K* is the K belonging to V,.,. We must still compute Q; from 
the nature of things Q must be a constant and it is easy to verify this 


fact (as a check) since by the use of (21b) and (22) Q’ is easily seen 
to be zero. 


We now assume that z does satisfy (21a) and proceed to the 
remaining calculation just outlined. Unfortunately we must distinguish 
three different cases to do this, namely: 


I. K*+0; Il. K*=0, K+0; Ill. K*=K=0. 
Case I. K*+0. From (22) we find at once that 


(24) 6——, lf+ap+b, a,b constants. 


When put this into (21b) the result is merely 
(25) D=Aa— Kb. 
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Hence we may take any @ of the form (24) and D will then be obtained 
from (25). Then 


= pD* 
v=VF[x+2,| tant. 


To find the value of @Q it suffices to compute it for p=0. We 
find, finally 


(26) K =, (K*K*—D**)+ Ba’—2Aab+ Kd". 
K 
Case II. K*—0, K+0. Here we have 
ley \2 
f= x (Ke + A) 
and (22) gives us 


» 


= T, +ap+b, a, 6 constants; 
from (21b) we again obtain 
(27) D=Aa— Kb, 
and for yw we then have 
aha 


r D 
v= Vf | x+gR7| ter +6. 





For K we get this time 


om * +. Ba'—23406+ Kb". 
yx 





(28 K = K* — 


Case III. K*— K=0. In this case K = A = 0 and we may without 
loss of generality assume B=1, so that f=1. We find 


= ; D*y*+ap+b, a,b constants, 
and 
(29) D=D". 
Hence 
y= r+4D*9'+a9 + 6. 
Finally 
(30) K = K*+a*—2D*b. 


There are several things to note about these solutions. In the first 
place, x = const. of course satisfies the equation (21a) but when this value 
of z is substituted in the expression for y which we have just obtained 


in the various cases, it will be seen that y has the form ag + b (a, b con- 
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stants) in each case; hence no map independent of that determined by p 


can be so obtained. 


Theorem 


We may state the result in the form of a theorem. 


VII. The Einstein space V, of Theorem Il can be mapped 
conformally on an Einstein space by a map independent of that deter- 
mined by yp if and only if the space V,;_, of Theorem II can be mapped 
conformally on an Einstein space in a non-trivial manner. 


The conformal map of the Einstein (n —1)-spaces V,_, and J", 
1 be improper. This will be the case if and only if 
K* = D* = K*=0 and can therefore happen only in Cases II and III. 
In Case II we will then have 


may very wel 


y’ 


z'if+ea 


gp+b, K=Ba°’—2Aab+Kb’; 


the map of V, on V, is, of course, never improper. In Case III we will 


have 


and the corresponding map of V, on V, 
The next question is, when can the map between V. 


2 


+agp+b, A =a’* (D=0) 
, 18 improper if and only if a = 0. 


and V be 


n 


improper? This will be the case if and only if 


K=K=D=0 


and can occur only in cases I and III. 


Case I. According to (25) we must have Aa = 0; since 
K*= BK — A*=— A*+0 


we have therefore a=0. Then (26) gives 


(31) 


K* K*— D**=0 


as the final condition. Without loss of generality we may take f=, 
and therefore K* = —}. Then 


so that A - 


4 


e 1 aa 2 
ds* = - dy*+ pdo*. 


It must be possible to map V,-, conformally on an Einstein space by a 
proper map; due to (31) we may take 


where do*” is the line element of a space V,_ 


a | 2 3 *2 
do = 7 ox re: do 


*, whose coefficients do not 


depend on @ and xz. If we set 


we readily find 
(32) 


i= 


¥ Ve 
tz1¢, pa —a4ile, 


bo] 


ds* = 2didu+i°do*’; 
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the set of improper maps that we are considering is then given by 
y=ai+b, a,b constants, a+ 0. 

Case III. Equations (29), (30) give 
D*=0, K*=-—a* 


and two sub-cases arise. 


1.K*=0. The map of V., on Vx", will then have to be improper; 
we have already called attention to this case. A fuller discussion must 
be postponed to § 4. 3. 


2. K* +0. It is then no loss of generality to assume K*=1 so 
that a= +7. We have 


ds* = dgy*-+ do’, do* = dy*+- doa*?*, 


where do*” is the line element of a space V,.*, whose coefficients do not 
depend on @ and xy. If we set 


A= 4 (p+iyx), = 73 (yp —tz), 
we find at once that 
(33) ds* =2didu + do*?; 
the improper maps that we are considering are then given by 
y=ai+b, and y=an+b), 


where a,b are constants and a+ 0. 


§ 4. 
The improper case. 


4.1. Determination of all Einstein spaces that can be improperly 
mapped conformally on some Einstein space. Let y= negotiate an 
improper map of the Einstein space V, on some Einstein space J’,; accor- 
ding to (6a, b), (10) this means that m must satisfy the equations 


(34a) Ps =, 
(34b) A,p = 0. 
We begin by introducing a particular set of coordinates. The equation 


€ af eZ 
(35) 9°! Pag, = 9 


has, according to the theory of linear homogeneous partial differential 
g* 
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equations, n — 1 functionally independent solutions, one of these may be 
taken to be p since — satisfies (34b). As in §3 we shall take 

=.=, 
for 2,,...,%,-, we take n— 2 independent solutions of (35) such that 
Zy, ++; La—g, Zq_ are independent. Finally, for z,_, we take a solution 0 
of the equation 
ae 06 
(36) 9°? Pia az, a: 
@ will then necessarily be independent of the solutions of (35) so that 
we may use 2,,..., Z,-2, 9, as legitimate coordinates. 

Throughout the rest of this section 4, u,¥,... shall be understood 
to run from 1 to n — 2 (repetition implying summation over these values ) 
the indices n — 1, n will usually be denoted by the corresponding coordi- 
nates 6, ~. In our present coordinates we have, then, 


g’# = (Q, g?? = 0, g?? a # 


and this gives 


Consequently 


(37) ds*=g, dx,dx + dp[2d0+ 2m, dz, + md} 


where g,, m,,m are all functions of z,,0,q. The matrices (9;;) and 
(g*4) look as follows: 














0 0 
Ii pn =, g*™ —m?* 
(9,;) = 0 : (g*) = 0}, 
0 0 1 —m? p 1 
m, 1 m 0 010 
where 
9°” Gon = On; m’ =g’" m,, p=—m+m'm,. 


It should be noted that the ds* of any V, can be reduced to this form. 


Next we make use of the fact that satisfies (34a), since 


: a a Oy 
Pas = Ox, 02; i ez, 
this is equivalent to 
ry =) 
and this, in turn, to 
au _ 9, 


00 
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Hence, in order that g may satisfy (34a) it is necessary and sufficient 
that, in (37) 
9,9 Mj» ™m 
be independent of 0. 
From the way our coordinates were selected it is evident that we 
may introduce 


(A) ‘ 
Xx (21, Ze, ---, La—a, P)s 6 Z (21, La, +++) Tn-2» PY)» YP 


as new coordinates and still conserve the form of the squared line element 
given in (37). If we denote by 

gr" m*'. p’ 
the values of g*",m*,p in the new coordinates we get, by wellknown 
transformation rules: 








(A) () 
(38a) git! = ro 0X” ox 
5 > 
oz, Oz, 
a ¥ (A) ag 7 a) 
(38b) a? a. — uy OX" aZ _ ox 
’ . PR) 
oz, Oz, Oz, 0¢ 
r¢ IZ @Z aZ aZ 
(38c) > uy C4 b> On 2 “ yer sh . 
P pP+g9 oz, oz, "= oz, t 2 0g 


By the aid of these formulas we verify at once the known fact that 
g’*", m*’, p’ (and hence g’ , m;,m’) are independent of @ if g,,,m,,m 
are independent of 8. We assume g, , m,, m independent of 6 from now on. 


The Jacobian of the transformation of coordinates is 


a(z,)° 


we can accordingly solve the equations 
m?*’ = 0), p’=90 


for x”. Z and choose initial values in such a manner that the Jacobian 
does not vanish identically. Thus we can reduce the squared line element 
to the form 


(39) ds*=g, dz,dx,+ 2d0dy 


where, to repeat, g, is independent of 6 but may depend on 9. 

We must now see when the space whose line element has just been 
found is Einsteinian. For this purpose it is more convenient to take ds* 
in the form (37) for the present — assuming all the while that g, ,m,, m 
are independent of 6. We shall set 


do*—g, dx,dx, 


Au 
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and shall call the Riemann (n — 2)-space belonging to this line element 
V,...,. Covariant derivatives indicated by subscripts 4, u,... shall be under- 


stood to be taken with respect to V,_,.. Our ds® is now 
ds* = do*+ 2m, dz, dp + mdg*+ 2d0dq, 
and we put 


’ an yA ir yin iy “ » 
G,,.——<, G.=¢ G.p.; G'"=g9 G G=G,, 


ty 


Fin Gin Mijn Myjis F: — go" Gisis 
om + = 
MM; = —, M’ =9g*" M,, X= —. 
Op cP 
Then it is evident that g,,,...,mi,...,m, Gi,,..-, Fin,---, Mi,..., M 
transform like tensors of the type indicated under transformations of V,, 
of the type 


2% = 2, (Z,,..-, En—a); §=—6 P= 4 (A=1,2,...,.2—2) 


? =}. 


When necessary we shall star quantities belonging to V,_.. We find 
( 10a R, 7 Ri. ? 


(40b) Ri, (G,— Fi 


mujs 


pr. — % onl a) 
' A, m- : 7 = F: F. —2 M Als 
OF zZ 


2 


(40c) Rog * 


where Asm =g’"my,,; all the other components of R,, vanish. 

Since Ry, = 0 and gg, = 1 it is evident that V, can be Einsteinian 
only with zero scalar curvature; according to (40a,b,c) it will be Ein- 
steinian if and only if V,_. is Einsteinian with vanishing scala: :urvature 
and the following equations hold as well: 

41 a) G,— Fi,=0, 
aG 
Oy + 


(41b) Atm , Fi F} —2Mi=0. 

Suppose that an Einsteinian V,_, with zero scalar curvature is given 
the coefficients of whose line element depend upon a parameter ~. We 
can then find m, and m as functions of 2,,..., %,-2, p so that the V, 
whose line element is given by (37) is Einsteinian. To show this we note 
first of all that the equations (41a) do not contain m and may be written 


g"*[m, uy — M, ap) —_ fi 


where f, = Gf, — G,, and these are merely 


9 é fy j P om, | em, 7 lo A 
cn 2 [waatare (222%) = 


oz, 
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where f’=g’"f,. Now the system of equations (42) for the unknown 
functions m, is readily seen to be integrable if and only if 

‘ C) a 

43) be, lf) =0; 
that this condition is necessary is immediately evident and that it is 
sufficient follows from the fact that the only differential relations between 
the left-hand sides of (42) lead to (43). But we have 


l r) i yA Au 
Vp ba (WE) = fam Gan 9"" Gap 


— g** ~ 


a 
as a simple calculation shows, and the last quantity vanishes. Hence we 
can find m, so as to satisfy (41a), the values so obtained we can then 
substitute in (41b) and we need then only take some solution of the 
resulting equation for m. 

Having found m, and m so that our V, is Einsteinian we may then 
change coordinates, as explained before, to reduce the line element to the 
form (39). Equations (41a, b) are then 

“ eG 1 j “ 
(44) Ga — Gh, =0, “+54, Gf=0. 


o¢ 2 


Furthermore, the only non-vanishing components of the Riemann tensor 
are given by 


R? Ee 
nuvro — avo? 


@ 1 . 1 1 wa i 
R; ny =F | G, a G, vu) R, uv 9 (G, "ee: G; v/s 

i S fot «. Ooh r) ff 8 af 1 wy» \ 
R, eu G,. + > G, Gi }> Ring kk h a¢ G,- > Gi Gy. ). 


It is evident from this that V, will, in general, not be Euclidean — even 
* ' . 4 
though V,_. is Euclidean. 
As an example we shall consider those of our spaces for which 


G, =Ag 


Au Yiu 
when the ds* has the form (39). Equations (44) become here 


. , 1 ,2 
(n—3)A,=0, A+=A=0. 
According to the first of these A is independent of z,,..., %,-2 and the 
second gives 
2a 


t= set tie (a9+8)"o 


* 


An’? 
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where the g* are functions of z,,...,2%,-, only and a,b are absolute 
constants. Then 


(45) ds*— 2d0dp+(ap+b)'g* dz,dz,. 
We have met this line element before, in fact, for a + 0 it is essentially (32) 
and for a= 0 it is (33). 


4.2. The case n=4. The dimensionality n = 4, besides being of 
importance to the theory of relativity, leads to very simple and interesting 
results, hence we shall discuss it completely at this point. 


Since a 2-space Ve for which RY, =( is necessarily Euclidean, it 
follows that the ds* of our V, must be capable of being put in the form 
(46) ds*= 2dxrdy + dp([2d0+ 2adzx+ 2bdy+mdpq}, 
where a, b, m are functions of z,y, ~. We have 

. 8 
( m, ) . (a, b), (Fin) — ~ . > 
ab Ca 
-- ‘ 0 
C= cy 
and consequently equations (41a) give us 
ef no, 2 [te #] a0. 
Ox dy oz J Oy Léy 6x 

It follows that 

> 2 = 2 = 0(¢) 

: : éy dn “8 e= C\P)s 

and this gives 

6= oy+a, 

b= —o2r+8, 
where 

da _ ap 0. 

dy x 
The last equation tells us that 

aA aa 
= daz’ p ; dy . 


where 4 is some function of z,y,q@. We may then write 
ds* = 2dxdy + dp[2d0’+ 20(ydx —2xdy)+ Mm’, 
where 


aa 
6’ —6+4, nm’ = m — 2 —. 
o¢ 


Next we use the following allowable transformation: 


z= U2’, (u=pn(¢)), 
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so that 
ds* = 2dz'dy’+ dp |2d0'+ 2(y'dz’— 2’ dy’) (0 and 7 + m” de |. 
L : 2 # / 
We can pick yw so that 
1 Gu 
@——-; 0 
it Cp 
and, dropping accents, we end up with 
(47) ds*— 2dxdy+ 2dpd@+ mdg’. 


’ ; ; . a° 

lo this we apply the final equation (41b) which gives us Soke = 0 so that 
m= X(x,p)+Y(y, ¢). 

The only surviving components of the Riemann tensor are here 


ee 1 a°y 

Ry, or aa?’ Ry, on > ay® 

so that the V, is Euclidean if and only if 
X=a,z+5,, Y=a,y+ 6,, 


where a,, b,,a,, 6, are functions of ¢. 
Another form for the ds* in question which is sometimes convenient 
is obtained as follows. We have 


ds* = 2dxdy +-2dq dé 4- : Xdqg + ; Ydq', 
and so we set 


’=—0+a+, Fue we ey 


x oy 
where 
Oa [= a lt > 
5) X , - p i Y ’ 
OP é Og yA 


and f=f(z,9),g9=g9(y,~). As a result we have 
(48) ds*= 2dady 4-2dpd0+ 2f(z, p)drdp+ 2gly, p)dydp. 





Here the only remaining components of R,;,, are 
42 2 
af 0g 
(49 = — — 2 
49) Rev ys tng’ Ryrey by ae" 


We proceed to study the V, so obtained. In the first place we investi- 
gate when it can be mapped conformally on an Einstein space by a map 
independent of that given by ~. If we exclude, as we shall, the case 
where the V, is Euclidean, such a map is necessarily improper (Theorem IV), 
hence we must satisfy the equations 


(50a) wii= 0, 


(50b) 4,y=0. 
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Since jg = 0, (50a) gives us first of all 


2 
an ® 
Oz; 00 
so that 
yp = Ab+ x, 


where A is a constant and ; is independent of 8. The remaining equations 
arising from (50a) are then 


sia) 22 of a*x a*x eg 
ols —— — 4 - = —— =xs ( ——_ — —= (0, 
(5la) aa? A= 0, dx ey J, dy* A dy : 
(51b) —# —(, 2. as Q, 

0x dy dy dp 


-2 - 

e oz 0 x @ 

(5le) = . =f a oe of —A-r?, =0. 
C¢e ox o@G Cy cP 


Equations (51a, b) give 


a*f a°9 
A=), A~—==0 
6x dy dy O¢ 


> 


so that we must have A= ( since otherwise, according to (49), V, is 
Euclidean. Then (51a, b) give us 

z4=ar+pyt+y 
where a, 8 are pure constants and y is a function of m. Finally (51c) 
requires that 


a 7 


Fe? — a5 — ps! = (): 


Cg . 
differentiation of this with respect to x and y respectively gives 
2 -3 
sa 2 aa 
of Th ey 


If «c= £=0 we find that y, that is y in this case, is a linear function 
of » so that no map independent to that given by ¢ is so obtained. If 
«+0, B+ 0, V, is Euclidean, hence we may assume 


-9 

og 
= () - == ( =f. 
a0, dy 09 ), B ) 


Then g= Y(y)-+@(q@) and we can set 
ds* = 2dz'dy+2dgpd’+2f'(2z’, p)dxdp 
where 
dz'=dz+@dgy, d0’'=d0+Ydy, _ f'(z’,9)=f(z, ¢). 
Next we can write 


ds* = 2dz'dy + 2dpd0” + 2f"(2', p) dz’ dg, 
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where 
844, fa’ -Z, fa-s'o. 
We now drop all accents and thus find that we can write 


52) ds*=2dxrdy + 2dpd0+ 2f(x,y)dzrdp 


for the squared line element of a V, which can be mapped conformally 
on Einstein spaces by at least two independent maps. The most general y 
is given by 

y=ar+bp+e 


where a, b,c are absolute constants and the V, is Euclidean if and 
only if 

| 

we = 8. 
Furthermore, the above work has shown that no new map independent 
of those already obtained can exist if the space is to be non-euclidean. 
We may state these results in the following form: 

Theorem VIII. The most general Hinsteinian 4-space which admits 

a non-trivial (necessarily improper) conformal map on some, possibly 
different, Einsteinian 4-space is given by (48); tf 


0 f +0. cg a 


ézdgy * éyép 


> 


the most general Einstein 4-space conformal to V, is given by 


1 2 





d5* = ———., ds’*, a, b const. ; 
(ap +6) 
af 
a"f +=), a9 
Oxdg ' dy dy 


we may choose new coordinates so that ds* takes the form (52) and the 
most general Einstein 4-space conformal to V, is given by 


1 


ds* ——___—__—__.. ds’, a, b,c const.; 
(ax+by+c)° 
of 
a*f a°g == @ 
xz eg . dy 0¢ 4 


the 4-space is Euclidean. 


To see what the line element of the Einstein space V, conformal to 
V, looks like it is most convenient to take the ds* in the form (47): 


ds* = 2dxdy + 2dpd0+[X(z,~)+Y¥(y, y)] dq’. 
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Then the line element of J, is 


o i 
d3* = —. ds* 
? 
= 2dzdyj + 2dpdd + [(X(z,G) + Y¥(¥,H)] dG’, 
where 
Fie ae ee. 2) ray ee 
X(Z,$) =a X\5>=s)> Y(9, 9) = 5 (5+): 
and 
a x y zy . 1 
=—, y= —, §@—— §-——--, =—, 
a ¢ y ? q ¥ ? 


It is clear that V, will not, in general, be isometric to V,; the condition 
on X and Y that the two spaces be isometric can readily be written 
down from the formulas just given. 

The following theorem, though not immediately related to the sub- 
ject in hand, is nevertheless of interest. 


Theorem IX. The space whose squared line element is given by (52) 
can be imbedded in Euclidean 5-space. 

The proof is carried out by actually setting up the equations of a 
hypersurface in the Euclidean 5-space having the line element in question. 


Let z be a function of x and , then 


7 2 ] . ] 
ds*— d2* = |2dedy — (5%) dz*| + |2dpa0— (5%) dg 


Oz Oz 
+2dzd . 
rs ? \f dz Og 
If we choose A, u so that 
oA 1 { dz \’ Ou i1/ éz\* 
dz «2 \az/” dp 2\dq/° 
then 
e e OA Ou éz Oz 
ds* —dz* = 2dzdy'+ 2dqd0’+ 2dzdq|—* + =— > eet 
y + 2dq ? lig tas tlie dq]? 


where y’=y—i, 0’=0—4y. We shall show that we can make the 
coefficient of 2dzdq vanish: 


OA , Of Oz Cf 
op | te + fae ag 9 
In fact, let 
aa 1 (a) on! 128)" 
dz 2\dz/ ” dy 2 \dg/ ” 


then we must have 4=i'+ O(p), u=p’+ X(z). Consequently ® and 
X must satisfy the equation 


a@ aX _ 2 @2 «084" yp 
dp ° Oz ' Ox Op Oy oz 





Conformal mapping of Einstein spaces. 141 


this equation can be satisfied if and only if the right hand member is 
the sum of two functions, one of p alone, the other of x alone, that is, 
if and only if 

ode _ a’ _ de") _ 
dz Oy ay Oz J 
When use is made of the equation defining 4’ and yu’, the relation just 
written reduces to 


a2 a2 2 , 2 2 
é @zoz (25 
@xdp dx? dg® 


oxzcg/ 
Hence we need but choose a solution z of this equation, we will then be 
able to choose ® and X, that is, 4 and yu so that 
ds* = 2dxdy' + 2dpd0' + dz’. 
The theorem is thus established. 

Thus we have here an example of an Einsteinian 4-space with 
vanishing scalar curvature which can be imbedded in Euclidean 5-space 
but is itself not Euclidean. The author will return to this subject on 
another occasion. 

Concerning the 4-space whose line element is given by (48) with 





ot +49 “9 +9 

@zdqg ' ~’ dyde * ” 

we can surely say that it cannot be imbedded in Euclidean 5-space be- 
cause it is easily seen that its Riemann tensor cannot satisfy a certain 
well-known necessary condition for this. But it is surely immersible in 
Euclidean 7-space, for the V, whose line element is given by (47) is so 
immersible for any function m, and our space has the line element (47) 
where m is independent of @ and m= X(z,q)+ Y(y,q). In fact 

ds* = 2dxdy + 2dpd0+ du*+ dvr*+ dw’, 


where 


u=gim, v=+$¥m(p2—1), w = +4V¥m(? +1). 


It seems probable that the space under consideration is immersible in 
Euclidean 6-space. 

The dimension n= 5 may also be treated completely. In fact, a 
3-space V; for which R;,—0 is Euclidean, hence the ds* of a 5-space 
of the type considered may be assumed to have the form 


ds* = dx* + dy?+ dz*+ 2dy(adzx+ fBdy+ydz)+ mdp*+ 2d0dq, 


where «, 8, y, m are functions of z, y,z,q. Equations (41a) are readily 
Seen to be equivalent to 
ap ay _ aU dy @a aU da a6 aU 


dz dy dz” dz 2=00z S(t” dy Oa 02’ 
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where U is some function of z,y,z,g, and these equations can be 
solved for a, 8, y, if and only if U is harmonic in z, y, z: 

2 ~8yy 2 

a0, oU ,@U_g. 

da * dy* * ds® 
a, 8B, y are then determined up to an additive gradient, this is, however, 
non-essential so that we may and shal] assume it so chosen that 


oS 4g, 2E 4. Ean ®, 
az ' ay ' oz 
We then find that the most general m which satisfies (41b) is obtained 
by adding 1y* to any function of z,y,z,q, which is harmonic in 
ZY, 2. 

4.3. Einstein spaces which can be mapped conformally on Einstein 
spaces tn various ways. We now return to the general case and assume 
that we have an Einstein space which can be mapped by an improper 
map on some Einstein space. We wish to investigate when this space 
can be mapped conformally on an Einstein space by some map indepen- 
dent of the one assumed. To do this we must study the equation 
(53) Vi; = Dg;;- 

It is most convenient to assume our ds* in the form 
(54) ds* = do*+ 2m, dz,dy + mdy* + 2d6dp 
(with equations (41a, b) holding, of course), For ¢=-@ we get from (53) 

y=(Dp+A)b+z 


where A is a pure constant and z is independent of 6. When this is put 
into the remaining equations (53) we find: 





ee 1 , 
(55a) lan T (Det A)(G,,,— ™,,, — ™,,) = D9g,,; 
a*y 1 ay 1 
(f ae . M : aa he a —_ 
55b) ba, 99 ~ 2 da, Fi +35(De4 A) (m, Fi —m,)=Dm,, 
: a*y -_— ' 
55 = Au —_99 Mi 
(55¢) dp! * 2 dz, (gr m,, 2 M*) 


We now have to distinguish two cases: 
I. D, A not both zero; Il. D=A=0. 


Case I. D,A not both zero. By introducing a new @ coordinate, if 
necessary, we may then assume that 


y =(Dg+ A)0 
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satisfies (53), so that 7 = 0 has to satisfy (55a, b,c). Furthermore, we 
may, according to (38b), so change the coordinates x, only, as to make 


m,= 0 — we assume this done. Then (55a) becomes 
2D 
Gin — De+A 9; nu? 


and (55b,c) show that m is a constant, by adding a suitable constant 
to @ (which is allowable since wy is then altered merely by an additive 
linear function of m) we can make m=0. The line element is then 
easily seen to be 
ds*=2dpd0+(Dgp+ A) gf dz, dx, 

where do**=g* dz,dz, is the line element of an Einsteinian space 
Vin whose coefficients are independent of » (as well as 0). We have 
met this space before — in (45) and (32), (33). 

The equations for determining the general solution of (53) are now 


Zan 0, 
ced a = ox = () e° 4 = (): 
0x, 0g De+A éz, , egy?* ‘ 


from the last we see that y has the form 9(Dg-+ A) where o is a 
function of z,,..., 2%, , and the first then requires that 


on. 9, 
the covariant derivative being taken with respect to v,**,. In other 
. 7** ‘ ° 
words, @ must negotiate for V,-, a conformal map on some Einstein 
(n — 2)-space V4. Then finally 
vy = (De + A)(0+). 

The scalar curvature of V,, whose line element is d5* = oa ds* is easily 
seen to be given by 


pam ** * **) 
=4,y—2Dyp=40"@, 4p e— 9" On ey: 


The map is improper if and only if D=0O and the map of Vacs on 
V.*, is improper. 

Case Il. D=A=0. Here y=y and the equations for zx are 
(56a) La,=9; 


" a*x lap Og 
(56b) 02,09 —%5 fF, oz, Q, 


3° 1 @ a 
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furthermore 
K = 4,¢ Aix. 


l a iy . s 
It follows that —,do* is the line element of an Einstein space 
z 


and the map of V, on V, is proper if and only if the map of V,_2 
on V2 is proper. We get two subcases accordingly. 
1. lf @ proper map exists, we can write 
do* = dg"*+-doa**, 
ds* = dqg'"*-+-do** + 2m,dz,dp+mdg* + 2dpdb, 


where do** is a quadratic form in n — 3 variables whose coefficients are 
functions of just those n — 3 variables. Then 7 = q’ must satisfy (56b,c); 
(56b) gives us F.,, = 0, i.e. m,,, = m,,,. Now by changing 6 appro- 
priately (if necessary) it is clearly possible to make m,-=0 and we 
assume this done, then m, is independent of m’ for 4=1,...,n—3. 
Finally (56¢) gives 2M,'=m,,’, i. e. m is independent of ’ also. Then 
n—8 
ds* = dy’* + do**4+-2 S m.dz.dp + mdg* + 2dpd0 
a=1 

and hence this space is identical with the one we met on p. 131 under 
Case III. The most general Einstein space conformal to it was there 
obtained. 

2. If no proper map exists, we assume that some improper map 
does, so that we can set 

n-4 
do*=do'*+2 S midz,dy + m'dg'*+ 2d0'dq’ 
a=1 
where do’* is a quadratic form in the nm — 4 variables 2,,..., 2,4 whose 
coefficients are functions of 2;,...,2%,-4,9, 9’. As before we can as- 
sume @ so chosen that mg = 0, then (56b,c) are satisfied if and only 
if m,,m are independent of 6’; it is very easy to see this directly, by 
the way. So we have 
n—4 n—4 
ds*=do"* +2 Sm dz,dgp+2 Smidzdy’ 


a=1 a=1 


+ mdp* + 2m*dgpdq’ + m' dp’? +-2dpd0+ 2dq' dd’, 
where m,, m., m, m*, m’ are independent of 6,0’ and must satisfy 
certain equations which are easily obtainable from (41a, b) but which it 
does not seem worth while to write down in detail. 

Certainly the space conformal to V, whose line element is 


. i 7 
ds? = ——__—_—_,,. ds? a, b,c const., 
(ap+be’+c) 
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will be Einsteinian. In order that a map exist which is independent of 
those given by @ and g’, it is necessary that V,-2 can be mapped on a 
Einstein space by a map independent of that given by gy’. Thus we 
have two cases. 

a) The map of V»-2 ts given by 0’. We may then assume m; = 0, 
this being so, the coefficients of do’* will be independent of ’ as well 
as 0’ and m’ will be a function of m only. By a legitimate change of 6’ 
and of m* we can then make m’=0. So finally 


n—4 
ds*=2d0'dy'+2 Sm,dz.dy + md? 


a=1 

2m*dpdg’ + 2dpdb+ do’, 
and we see that a map of V, will be negotiated by 0’ if and only if 
Ma, m, m* are independent of ¢’. 

b) The map is given by a map of V,_,. Let m” give such a map 
and let @ be the corresponding #0. By changing 6 and @’ if necessary 
we can make mg = mg” = 0 without altering the form already abtained. 
A map of V, will then be given by @” if and only if m,, mi, m, m*, m’ 
be independent of 0”. 


Thus we can go on constructing Einstein spaces that can be mapped 
upon Einstein spaces in more and more ways. 


(Eingegangen am 20, 7. 1924.) 
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Uber die Auswertung der 
Quantenintegrale fiir den unsymmetrischen Kreisel. 


Von 


Gerhard Thomsen in Karlsruhe. 


Im folgenden soll die allgemeine Epsteinsche Quantenformel’) fiir das 
unsymmetrische Kreiselmolekiil rechnerisch soweit ausgewertet werden, daB 
eine erste allgemeine Orientierung dariiber méglich wird, welche Ab- 
weichungen das Spektrum des unsymmetrischen Molekiils gegeniiber dem 
durch die Schwarzschildsche Formel*) bestimmten Spektrum des sym- 
metrischen Molekiils aufweist. In speziellen Fallen wird man die Tabellen 
leicht fiir die in Frage kommenden Wertbereiche soweit vervollstindigen 
kénnen, daB sie allen Anforderungen spektroskopischer Genauigkeit geniigen. 


o 


$ 1. 
Die Epsteinschen Quantenformeln. 


Einige wesentliche Punkte der Epsteinschen Lésung des Problems der 
Kreiselquantelung seien hier noch einmal kurz angefiihrt. Man erhilt fiir 
den Kreisel die beiden Quantenbedingungen 


2x 22 
Sp, dq, =n,h, JP. dq, = nh, 
U 


wo p, der konstante Gesamtimpuls ist und p, der Teilimpuls um eine 
der Haupttragheitsachsen, die wesentlich vor den andern ausgezeichnet 
wird. Die ausgezeichnete Achse des Tragheitsellipsoids sei mit a, die 
beiden andern mit 5, und b, bezeichnet. Nennen wir die Schnittgerade 
der durch den festen Punkt des Kreisels gehenden beiden Ebenen senkrecht 
zur Richtung des Gesamtimpulses und senkrecht zur a-Achse Knotenlinie 


1) P. Epstein, a) Verh. d. deutsch. phys. Ges. 18 (1916), § 3, S. 403—406. 
b) Phys. Zeitschr. 20 (1919), S. 289-294. . 
*) K. Schwarzschild, Ber. d. Berl. Ak. (1916), S. 548. 





| eo. = tae a 


se . 
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und zeichnen ihre eine Halbgerade als positiv aus, so ist g, der Winke} 
zwischen einer in der ersten der beiden Ebenen irgendwie gewahlten raum- 
festen Anfangsrichtung und der positiven Knotenlinie, g, aber ist der 
Winkel zwischen einer in der zweiten Ebene gewahlten kérperfesten Richtung 
und der positiven Knotenlinie. Bezeichnen wir mit # den Winkel zwischen 
Gesamtimpulsrichtung und a- Achse, so ist p, = p, cos. Wegen der Kon- 
stanz von p, lassen sich die Quantenbedingungen folgendermaBen schreiben: 


(1) 2ap, = n,h, 


x 
2) F, [eos dq, ==. 
0 
Wiahrend der kraftefreien Kreiselbewegung rollt das Tragheitsellipsoid 
auf einer festen Ebene senkrecht zur Gesamtimpulsrichtung. Der Abstand f 
dieser Ebene vom festem Punkt haingt mit der Energie W und dem Ge- 
samtimpuls p, durch die Gleichung zusammen: 


2 2W 
a & 
Setzt man p, aus (1) ein, so erhalt man fiir die Energie: 
; h* 2-2 
( 3) W= Sn? n, f ° 


Die Winkel # und gq, miissen nun wihrend der Bewegung durch eine 
Gleichung miteinander verkniipft sein. Das ist aus folgenden Griinden 
geometrisch einleuchtend: Durch Angabe der momentanen Richtung der 
a-Achse wird die augenblickliche Lage des unsymmetrischen Ellipsoids 
wahrend der Bewegung insofern festgelegt sein, als dieses sich, von aus- 
gearteten Fallen abgesehen, durch Drehung um die a-Achse nur in ganz 
bestimmte, im allgemeinen zwei solche Lagen bringen la8t, in denen es 
die feste Ebene beriihrt. Zu jeder Richtung der a-Achse gehéren somit 
auch ganz bestimmte Winkel g,. Nun kommt es offenbar fiir die Bestim- 
mung von g, nur auf den Neigungswinkel # der a-Achse gegen die Impuls- 
achse an, denn verschiedenen Lagen derselben mit gleichem Neigungswinkel 
entsprechen nur Drehungen der ganzen Figur um die Impulsachse, also 
immer dieselben Werte von g,. Also miissen sich aus dem augenblick- 
lichen Wert von # die zugehérigen Werte von q, berechnen lassen, Es 
mu8 also eine Beziehung zwischen # und gq, bestehen. Die Rechnung, 
die bei Epstein durchgefiihrt ist*), ergibt nun, wenn wir der Einfachheit 


’) Die Ableitung der Gleichung (4) ist in der in FuBnote **) angegebenen 
Arbeit zu finden. Siehe die dortige Formel (17) auf Seite 404. Dort sind die Be- 
zeichnungen anders. Fiir g, ist y, fiir f ist 6 geschrieben und statt der Haupttrag- 
heitsachsen b,, b,, a sind die Tragheitsmomente J, K, L eingefiihrt. 

10* 
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halber den Winkel g, von der 6,-Achse aus zahlen, die folgende Be- 
ziehung: 

(4) (by sin® g, + 6, cos” g,) sin’ # + a*cos* } = 

Berechnet man sich aus dieser Gleichung cos und setzt den erhaltenen 
Ausdruck in (2) ein, so erhalt man 


22 — 
(: [| atte te oe ge _ 





2x 





qr 


a*—(b; sin” g, + b, cos” q,) “= 
Durch (5) ist das Quantenzahlenverhiltnis n,/n, als Funktion von f und 
den Haupttrigheitsachsen gegeben. Berechnet man umgekehrt daraus f 
als Funktion der Tragheitsachsen und Quantenzahlen und setzt f in (3) 
ein, so erhalt man die endgiiltige Formel fiir die Energie als Funktion 
der Tragheitsachsen und Quantenzahlen. 

In der durch (3) und (5) gegebenen Quantenformel kommen 5, und b, 
véllig gleichberechtigt vor, denn das Integral in (5) andert seinen Wert 
nicht, wenn man 6, und b, vertauscht, wie man durch Einfiihrung der 
neuen Integrationsvariablen 7, = 2/2 — q, erkennt. 

Die Winkelvariable g, wird nur dann wahrend der Kreiselbewegung 
einen vollen Umlauf von 0 bis 22 machen, wenn es zu allen Werten von 
q, in diesem Interval! immer reelle Werte von # gibt, oder wenn der 
Radikand in (5), der ja gleich cos*# ist, zwischen 0 und + 1 liegt. Nur 
in diesem Fall wird das Quantenintegral (2) oder (5) brauchbar sein. 


Es mu8 also fiir alle g, zwischen 0 und 22 gelten 





(6) 0 < cos? = f” — (bj sin” de + by 008" ds) 1%. 
a —(b, sin q,+0, cos q,) 

Bisher haben wir garnichts dariiber vorausgesetzt, wie sich die Langen der 
Achsen a, 6, und 6, zueinander verhalten. Je nachdem wir die gréBte, 
mittlere oder kleinste Haupttragheitsachse als ausgezeichnete a-Achse 
wahlen, werden wir drei verschiedene Quantenformeln bekommen, die vdllig 
gleichberechtigt sind und die alle drei zusammen erst den ganzen Vorrat 
quantenmaBig ausgezeichneter Energiewerte liefern. 

Um die Verhiaitnisse besser zu fixieren, wollen wir die Haupttragheits- 
achsen unseres Kreisels jetzt mit ¢,k,/1 bezeichnen und annehmen, dab 


(7) t>keol 
ist. Der Reihe nach lassen wir jetzt 1, & und ¢ mit der ausgezeichneten 
Achse a zusammenfallen. Vorweg bemerken wir, da8 der Klammerausdruck 


2.1. 9 2.3 2 
b, sin’ gq, + 6, cos g,= A 
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bei einem Umlauf von g, alle Werte zwischen dem Quadrat der kleineren 
und dem Quadrat der gréBeren der beiden Achsen b, und b, durchlauft. 
Fiir alle A” zwischen b; und b; mu8 also gelten 
(8) 0<5-4<1. 
a—A 

I. a=l. Hier durchlauft A* das Intervall **>>A*>k*. Der 
Nenner des Bruches (8), 1°— A®*, ist immer negativ. Daher muB auch 
f — A immer negativ sein, woraus f< k folgt. 


Aus cos*# <1 folgt f=, was geometrisch einleuchtend ist, da 
t2fel 


sein mu8, wenn das Ellipsoid die im Abstand f von seinem Mittelpunkt 
gelegene Ebene beriihren soll. 


Ist a dié kleinste Achse, so muB also die durch (3) und (5) gegebene 
Quantenformel auf den sogenannten ,,epizykloidischen“ *) Fall der Bewegung 
des Kreisels 

kofel 
beschrinkt werden. 

Il. a=k, Hier variiert A im Bereich ** > A*>1°. Der Nenner 
von (8) kann sowohl positiv als auch negativ sein. Da der Zahler fiir 
alle A immer dasselbe Vorzeichen wie der Nenner haben muB, so folgt 
‘=k. Fir den Fall, daB a die mittlere Achse ist, gilt die Quanten- 
formel also nur fiir den einen Wert f= k, fiir den Fall der sogenannten 
,»trennenden Polhodie“*), 


Es wird cos*#=1 und nach (2) n, =n, und nach (3) lautet die 
Energieformel : 
rr 


rear Rt ie 


w= 


Ill, a=i, Hier findet man ganz dhnlich den Uberlegungen im 
Fall I, daB die Giiltigkeit der Formel auf den ,,perizykloidischen“ *) Bereich 
der Bewegung 

t2fek 
beschrankt ist. 

Wenn wir b, und b, jedesmal in beliebiger Weise mit den beiden nicht 
ausgezeichneten Triagheitsachsen identifizieren, so kénnen wir folgende 
Quantenformeln zusammenstellen: 


*) Man vergleiche iiber diese von Klein und Sommerfeld stammende Benennung 
etwa Grammel, Der Kreisel (1920), § 3 (2), S. 36. 
5) Vgl. Grammel, Der Kreisel, 8. 35. 
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W= 3m, f , 








Ra? 
9 I. 2x 
(9) | 1 eee _™ 
as. 1° —(i* sin” g, + k* cos” 4.) my 
fir i>k>f>l. 
3 
(10) 1 Wap ante’. 
“ i* 2 
| "— sam 
(11) ITI. 





= 





22 
1 f*—(1' sin* g, + k* cos" g,) 2 
3. a s.. 8 B® 2 dq, = 
x i —(lU sin q,+k cos q,) " 
0 


fir t>fekel. 











In I und III ist jedesmal die HilfsgréBe f aus der zweiten Gleichung als 
Funktion der Tragheitsachsen und Quantenzahlen zu berechnen und in die 
erste einzusetzen. Formel III geht aus I durch Vertauschung von ¢ und 1 
hervor. 

Wir wollen noch untersuchen, welche Beschriankungen der freien Wahl 
der Quantenzahlen auferlegt sind. Wegen cos*#< 1 gilt nach (2) immer 
n, >n,. Das Integral in I erreicht seinen kleinsten Wert, wenn f = k ist. 
Fiir f= k 1aBt sich die Integration ausfiihren und man erhialt als den in 
Formel I kleinsten méglichen Wert des Quantenzahlenverhiltnisses n,/n 
den Wert 


1 


: arc sin ji—k 
= | ?_-? ° 


Ebenso erhalt man als den kleinsten Wert des Integrals in III fiir f= k: 


: re sin |/— 
~ arc sin | rome 
Fiihren wir die Abkiirzung ein: 


so sind die Quantenzahlen den Ungleichungen unterworfen: 





| far Formel I: 1>"29, 


(13) 


| fiir Formel lll: 12> “ 


IV 


l1—9g. 


In Forme] II darf n, alle ganzzahligen Werte annehmen. 
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§ 2. 
Umformung und rechnerische Auswertung der Formel. 


Epstein hat die zweite Gleichung der Formei (9) durch die Sub- 
stitution 








a 
(13a) COs g. = sin? 
- —k 
g° ei f° 
der Integrationsvariablen auf die Reichesche Form *)'gebracht: 
2 ,/(it+m)(m+x*) - (x My 
a) PEENEET IT (3, m2) 3, 
wo 


a 


T(z. m.*)= =} = 


(1+ msin* x) 1 —x*sin® 7 





das vollstandige elliptische Integral dritter Gattung und 


c ;?_,? 2 _r'y)(i' =". 

(15 m= oe or (16) fo Se 

ist. Die GréBe f ist also sowohl in x als auch in m enthalten. Aus 
>k>fel folgt: 








17) 0<x*s—-mdgl. 
Fiihren wir eine neue GréBe f ein durch die Gleichung 
” am f* 
(18) sin? 8 = 7? 
i-l 


so lassen sich x und m nur durch f und die allein von den Tragheits- 
achsen abhiangige, durch (12) definierte GréBe g ausdriicken, namlich 
folgendermaBen: 
a= (5) 
aaa (20) x = tg (5 9): ctg B. 
Fiihren wir in die erste Gleichung von I statt f die neue HilfsgréBe 
ein, so erhalten wir: 


(19) m = 


(21) W =» ni (i*— (6 — 1°) sin’). 

Durch (14) ist das Quantenzahlenverhiltnis n,/n, nach (19) und (20) 
als Funktion von £ und  gegeben. Wir brauchen daraus nur umgekehrt / 
als Funktion von n,/n, und der allein durch die Gestalt des Kreisels 
bestimmten GréBe » zu tabellieren und die Funktion B(™, ¢) in (21) 
einzusetzen, um die Energieformel I zu erhalten. 








*) Vgl. die unter **) zitierte Arbeit von Epstein, sowie die Arbeit von Reiche 
in Pm; Phys. Zeitschr. 19 (1918), S. 394—399. 
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Das vollstiandige elliptische Integral dritter Gattung la8t sich nun 
nach einer von Legendre stammenden Formel ausdriicken durch die in 
genauen Tabellen vorliegenden elliptischen Integrale erster und zweiter 
Gattung. Den einfachsten Ausdruck bekommt man, wenn man (14) zu- 
nichst durch die von Legendre stammende Identitiat*) 

s —— , 2 Ss 
a0 a > oe ’ Vase 4 (x ee (x x?* aa? 
(ZZ [T\S.m,* a (1+ m) (m+ x?®) F\5,%, xt 
umformt. Man erhilt: 

2 (1+m)(m+x*) f (x (x x*® \ n 
(293) + - ss cme se | _ t 
23 | =I os iP \a>* Ws. 5+ *); =? 

Fiihrt man noch die GréBe x’ (den ,,Komplementirmodul“ von x) 
ein durch 
(24) x’ =V1— x’, 


so kénnen wir (23) folgendermafen schreiben: 


oly 


» 2 +a. » of = P sin® zy d; Ng 
(25) 1——x’"*sinfcosfv1— x’*sin*£- |- a r= —, 
(1+ msin* 7) ¥1—x*sin® y m, 
U 





Die linke Seite dieser Gleichung 148t sich nun durch ein Aggregat 
von elliptischen Integralen erster und zweiter Gattung ausdriicken *). 
Man erhalt aus (25): 


(26) ={F(G,* - E(B, x’) +E (2,x)-P(B, x") — F 3>*)- FB, x’)! = ,0) 


In (26) hat man x und x’ nach (20) und (24) durch # und » aus- 
gedriickt zu denken. Statt 8 werden wir nun zweckmiaBiger die GréBe 


(27 ) t= sin’ B 


als Funktion von n,/n, und @ tabellieren. Dann erhalt man nach (21) 
die Quantenformel I: 


‘ , fe 2 2 > | 
(28) W= 53} L —(* —l )-2(™, 9)]. 


") Vgl. etwa Enneper, Elliptische Funktionen (1876), § 28, 8.176, Formel (4) 


fir g= Man hat diese Formel wegen des Bestehens der Ugleichungen (17) im 


ro] & 


Text der obigen Arbeit zu nehmen. 


8) F(y, x)= a aa 
yl—x*sin* y 


uv 


*) Vgl. etwa das unter *) zitierte Buch yon Enneper, § 29, S. 189, Zeile 2. 


0) E(w,x)= ty 1—x* sin? ydy. 
0 
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Statt (26) kann man eine zweite Formel herleiten, die fiir die Rechnung oft 


verteliaater ist, zumal wenn es sich darum handelt, die Tabellen fiir die Funktion 
* .¢) fiir einen bestimmten Wert g oder fiir einen bestimmten Wertebereich 

1 
der y zu vervollsténdigen. Man erhilt diese zweite Formel, wenn man das in (14) 
auftretende vollstindige elliptische Integral dritter Gattung, ohne vorher die Um- 
formung (22) vorzunehmen, gleich durch die Integrale der ersten beiden Gattungen 
ausdriickt. Es ergibt sich: 


‘ - / \ a= 
(26’) Bites ).w (20: ®) x’) + B(Z,x)-#(EC=2) 1) 
ra \2 2 / \e 
= \ / \ 2 
r(Z, x) (=o ?) 0’) — F(z. n sin (x) pa aa(sy) _ ™ 
F\5 j 2 The 


ae * cost (= ») ™ 


Die oben fiir Formel I durchgefiihrte Umformung la[t sich ganz 
analog auch fiir Formel III durchfiihren. Alle Gleichungen und Un- 
gleichungen von (13a) bis (28) [und (26’)] sowie alle bei der Umformung 
durchgefiihrten Uberlegungen bleiben wértlich richtig, wenn man nur 
iiberall III statt I schreibt, ¢ und 7 vertauscht und die GréBe m durch 
die aus ihr durch diese Vertauschung hervorgehende GréBe 1 — — ersetzt, 
alle anderen Buchstaben und Bezeichnungen, z.B. m, x, 8, t aber stehen 
laBt. Die sich aus der (26) entsprechenden Gleichung fiir 6 und dann 
fiir t ergebende Umkehrfunktion ist ganz dieselbe wie die obige, nur 
haben wir jetzt das Argument 1— >» statt m zu nehmen. Wir kénnen 
uns also darauf festlegen, da8 die Umkehrfunktion + fiir beide Fille I 
und III immer die sich aus (26) fiir den Fall I ergebende Funktion 


\ 


T= (*, ”) ist, die wir nur im Fall III fiir das Argument 1—g zu 


nehmen haben. Indem wir die Formel II unverandert beibehalten, kénnen 
wir die drei Quantenformeln zusammenstellen: 


2 





[ W= sa ni{i*—(°-1) ( ,e)}, 
nun y h® 2,2 
(29) Il. W=74m,k, 
2 
WH sani {i?+(i*—1)-(™,1—g)h, 
ad 1 


.2 27 
i—k | 


4 z \ 
| ain 8 { 2 _— 
— (59) ee 


Die Funktion r=1(™ *, 9) ist aus der Tabelle und der Fig. 1 zu 


entnehmen. Den iin Mises entsprechen verschiedene Werte von ¢. 
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Tabelle zu Fig. 1. 








gy =9 n/n, =)t 
g=%, ‘ioe “ae 
vat {2 
v='ls {m/ = 
=, ~s 
ot TS 


2 
= 
tien tl eaten el 
- F 
a™~ a 
= = 
os - 
ndeud 


“ 





0,222 
0,117 
0,333 
0,250 
0,444 
0,413 
0,556 
0,587 
0,667 
0,750 
0,778 
0,883 
0,889 
0,970 
1,000 
1,000 


0,234 
0,120 
0,350 
0,256 


0,462 
0,421 


0,573 
0,594 
0,682 
0,756 
0,846 
0,909 
0,943 
0,984 





0,260 
1,131 
0,380 
0,270 
0,494 
0,441 
0,612 
0,617 
0,761 
0,800 
0,918 
0,948 
1,000 
1,000 


0,306 
0,150 
0,438 
0,308 
0,559 
0,488 
0,666 
0,654 
0,818 
0,836 
1,000 
1,000 








Fig. 1. 


0,359 
0,184 
0,508 
0,362 
0,681 
0,545 
0,781 
0,707 
0,919 
0,928 





43 


0,803 
0,775 
1,000 
1,000) 





0 
0,243} 0, 
0,598} 0,71 

0,447] 0,575) 


0,716} 0,811 
0,630) 0,741 


847 


0,551) 0,708) 0,896 


0,581] 0,815 
0,837| 0,951 


0,7 


939 


0 
0, 
0 
0,92 











0,917 


0,973 
0,959 
0,984 
0,979 








32 22 22 


eae ee ee | 


33 


~, 
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Fiir die zu einem bestimmten Wert von » gehérige Kurve kommt 
nach (13) nur das zum Bereich 1 >n,/n, > gehérige Kurvenstiick in 
Betracht, denn auch fiir Formel III, wo fiir + das Argument 1— zu 
nehmen ist, ist die untere Grenze von n,/n, nach der zweiten Un- 
gleichung (13) ja gerade dies Argument 1 — ¢. 

Nach den Uberlegungen, die uns zu Formel (13) fiihrten, werden in 
der zweiten Gleichung von (9) oder der damit aquivalenten (26) die ex- 
tremen Werte von n,/n, fiir f=1 und fiir f= k angenommen, und zwar 
wird das Quantenzahlenverhaltnis im ersten Falle —1, im zweiten = —. 

Nach (18) entspricht dem Wert / fiir f fiir 6 der Wert 2/2 und 
fiir + nach (27) der Wert 1. Im Falle 1 =k wird nach (12), (18) und (27) 
[= sin* (=). - 

Alle Kurven gehen also durch den Punkt n,/n,=1, t=1. Die zu 


einem bestimmten Werte von p gehérige Kurve t=1\, 9) endet in 
4s 


dem durch 
(30) (mim =o 


| t= sin® (= ) 


gegebenen Punkt der Kurve 
(31) r=sin®(*.") | 

Da sich die Kurven nur iiber das zuliassige Intervall erstrecken, hat 
man die Ungleichungen (13) nicht noch besonders zu beriicksichtigen, und 
wir haben jetzt fiir die endgiiltige Energieformel (29) die 


Rechnungsvorschrift: 

Man berechne p aus den vorgegebenen Haupttragheitsachsen nach (12) 
und ermitile auf der zu diesem p gehdrigen Kurve in Fig. 1 alle zu 
rationalen Werten von n,/n, gehorigen Werte von t, soweit sie vorhanden, 
und setze diese Werte von t in (29)I ein. Sodann ermittle man auf der 
Kurve (1— ¢) alle zu rationalen Werten von n,/n, gehdrigen vorhandenen 
Werte von t und setze diese Werte in (29)III ein. Setzt man endlich in 
alle drei Formeln von (29) fiir n, alle positiv ganzzahligen Werte ein, so 
erhalt man alle quantenmdafig ausgezeichneten Energiewerte fiir W. 


Die Energiewerte der Forme! II sind keineswegs immer in den For- 
» “2 . in Oe 
meln I und III enthalten. Nach (12) ist k? = i? — (¢? — 1") sin’ (5 P) 


11) DaB n,/n, = 1 wird fir r=1, und n,/n, = ¢ fiir r sin* (5 gy), kann man 


natiirlich auch direkt aus (26) unter Beachtung von (12), (18), (20), (24 ), (27) finden. 
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oder k* = 1* + (i? — 1°) sin* “te Setzen wir diese Werte fiir k* in 
(29)II ein, so sehen wir durch Vergleich mit (29)I und III: II ist in I 
oder in III enthalten, wenn entweder 1(™, 9) fiir rationales n,/n, den 
| 
Wert sin* (=) oder wenn o(*, 1—q) den Wert sin? 71-9) fiir 
/ 1 / & 
rationales n,/n, annehmen kann. Da nach (30) aber t den Wert sin* (= : ) 


auf der zu  gehérigen Kurve fiir n,/n, = annimmt und entsprechend 


den Wert sin? =" —9) 


auf der (1 — m)-Kurve fiir n/n, =1—g, 80 
erhalten wir: Die Energiewerte der Formel II sind nur fiir rationales 
in I enthalten. Da mit m auch 1 — — rational ist, sind sie dann aber 
auch gleichzeitig in III enthalten. 

Der Kreisel ist symmetrisch fiir i= und fiir k=/. Im ersten 
Falle ist p= 0, x0, x’ =1, und man erhilt aus (26) n,/n, = sinf =r. 


, » , ae we ; . . n? 
Die Kurve t=t =» 9) ist also eine Parabel. Es wird + = =e und man 
1 1 


wird auf die Schwarzschildsche Formel '*) gefiihrt. 
Der Giiltigkeitsbereich fiir (29) III schrumpft nach (13) auf den 
einen Wert n,/n,=—1 zusammen. Es wird t= 1, und man erhilt 


_ 52 
W= m8". 


Diese Gestalt nimmt wegen i= auch II an. Die durch diese Formel 
gegebenen Energiewerte sind aber in Formel I fiir den zulassigen Wert 
n,=0 enthalten. Im zweiten Fall der Symmetrie, k=/, wird p=1. 
In III allein sind dann schon alle Energiewerte enthalten, und man wird 
wieder auf die Schwarzschildsche Formel, aber diesmal] auf eine mit ver- 
tauschten ¢ und I, gefiihrt. 


§ 3. 
Die Frequenzformel. 


Nunmehr soll aus der Energieformel die Frequenzformel gewonnen 
werden. Da uns in erster Linie die Abweichung des Spektrums des un- 
symmetrischen von dem des symmetrischen Molekiils interessiert, fiihren 
wir zweckmaBigerweise die Abkiirzung ein: 


(92) a(S.) == (%.9)—«(%.0). 


Diese Funktion ist aus der Tabelle unmittelbar abzulesen als die vertikale 
Entfernung des zu n,/n, gehérigen Punktes auf der dem Werte @ ent- 


12) Vgl. FuBnote *). 
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\ {N.* 


sprechenden Kurve von der Parabel t=r(*,0) = (5 y’, Z. B. ist 


d(3,*) gleich der Strecke P,P, in Fig.1. Die Funktion d ist in Fig. 2 
noch einmal besonders graphisch dargestellt. 





04 
03 
02 
a 
01 
0 
—>f Fig. 2 


Die Kurven entsprechen wieder den Werten g = konst. d(™, 0) 

. Mes . es ' " = 

ist nach (32) gleich 0. Fiir n,/n,=1 wird d=0, fiir n,/n, = wird 
d = sin*(*~ )—q?. Die Kurven laufen also alle vom Punkte n, n, =1, 


d=( aus, und die zu einem bestimmten Werte von @ gehérige Kurve 
endet in dem durch 


N,|N, = P 
(3: ) ss sf 
d =sin (2 ) —@ 
. atic — ain? (2. ™) _ (%)\" 
gegebenen Punkte der Kurve d= sin (5 a a) . 
Lassen wir die Quantenzahl n, um 6, n, um s springen, so erhalten 
wir aus dem Ansatz 
hy = W(n, +46, n, +8) —W(n,, n,), 
wo » die Frequenz bedeutet, nach (29) die Frequenzformeln: 
8 a* 2 


I, i -y=i'(2n,d6+ 6°) —(8 — 1°)(2n,8 + 8°) 


—(—1"){(n,+-9)"-4( 855.9) —at-a (9), 


(34)) 1 > ‘y= k*(2n,d+8°), 


8 x* 


—- v= 1*(2n,d + 8°) +(i 


Il. *_ 1*)(2n,8 + 8°) 


+ (61) {(n, +8)"-a(™45,1— 9) —nj-a(@,1—9)}. 
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Die Formeln I und III liefern natiirlich nur dann fiir ein Wertsystem 
n,,,, 6,8 Frequenzen, wenn die zu diesen Zahlen gehérigen Funktions- 
werte d, die in den geschweiften Klammern auftreten, wirklich vor- 
handen sind. 

Wir hatten oben gesehen, daB fiir den symmetrischen Kreisel i = k, 

= 0 die Formeln (29) II und III keine Energiewerte liefern, die nicht 
in I schon enthalten sind. Ganz ebenso verhilt es sich natiirlich mit den 
Frequenzwerten. Im Fall der Symmetrie g = 0 fallt wegen a(*, 0) - 


das letzte Glied auf der rechten Seite von (34) 1 weg. Fiir Formel bes re 
nur fiir n, =n, und 6=s die beiden Werte von d vorhanden. d(1,1) 
ist aber 0, und die rechte Seite von (34) III wird gleich i*(2n,4 8°). 
Dieser Ausdruck ist aber gleich der rechten Seite von II und ist fiir 
s=0 in I enthalten. 

Ebenso sind im zweiten Fall der Symmetrie k=/, p=1 alle auf- 
tretenden Frequenzwerte in III enthalten, und in dieser Formel fallt das 
letzte Glied auf der rechten Seite weg. 

gy ergibt sich in natirlicher Weise als ein Ma fiir die Unsymmetrie 
des Kreisels. Denken wir uns i und / im folgenden fest und lassen wir 
nur die mittlere Tragheitsachse k und damit g variieren! Betrachten wir 
die zu verschiedenen Werten von p gehérigen Spektren! Wie unterscheiden 
sie sich? 

Wir wollen von der zu einem bestimmten Wertsystem von n,, n,, 4, 8 
und zu einer der bestimmten drei Formeln (34) gehérigen Linie als von 
derselben Linie in den verschiedenen Spektren sprechen; ferner wollen 
wir die zu den Formeln I, II, III gehérigen Linien entsprechend als 
Linien erster, zweiter und dritter Art bezeichnen. 

Es kann nun vorkommen, da8 dieselbe Linie in dem einen Spektrum 
vorhanden ist, in dem andern aber nicht. Denn bei vorgegebenem n, und n, 


\ . 
kann der Funktionswert a(=, p), wie aus Fig. 2 ersichtlich, fiir kleine 


Werte von » wohl westieaiien sein, fiir gréBere aber nicht mehr. Dasselbe 
kann natiirlich auch mit q(t. 9) geschehen. Es gibt also Linien der 


ersten Art, die fiir kleine Werte von p vorhanden sind und fiir groBere 
nicht mehr. Ebenso gibt es Linien der dritten Art, die fiir gréBere Werte 
von ~, (kleinere von 1 — ~) vorhanden sind, fiir kleinere , (gréBere 1 — —), 
aber nicht mehr. Fiir p='/, ist gp =1—qg. Wenn wir einmal davon 
absehen, daB auch Linien ausfallen kénnen, weil die Frequenz y negativ 
wird, so sind im Falle g=7*/, gleich viele Linien der ersten und der 


dritten Art vorhanden, denn fiir I und III kommt dieselbe Kurve d (% 3 >) 


und derselbe Bereich 1>n,/n,>%/, in Betracht. Wandert g von */, 
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gegen 0, so werden die Linien der ersten Art immer mehr, die der dritten 
immer weniger, bis im Grenzfall »=0 die wenigen iibriggebliebenen 
Linien der dritten Art mit Linien der ersten Art zusammenfallen. Die 
umgekehrten Verhialtnisse herrschen, wenn m von */, gegen 1 wandert. 
Die Linien der zweiten Art sind immer gleich viele, in den Grenzfallen 
fallen sie mit Linien der anderen beiden Arten zusammen. 

Was nun die Verschiebung der Linien des unsymmetrischen Kreisels 
gegeniiber denselben Linien des symmetrischen Kreisels betrifft, so ist sie 
nicht etwa immer klein, sondern oft liegen dieselben Linien in den ver- 
schiedenen Spektren in ganz verschiedenen Spektralbereichen, denn die 
Zusatzglieder auf den rechten Seiten der Formeln (34) I und III sind 
keineswegs immer klein gegeniiber den ersten beiden Gliedern, Setzen wir 
z. B. ny=ng=5, d=+1, s=—1, so erhalten wir 

fr p= 0: y= 1187 +9(8" 1’) 
aus I: es : i ; 
| fir y = */,: > wad =l1l¢ —2(¢ —l) 


9 


fs p= '),: ym 1il+2(i? 1") 
| fir g= 1: 


Die zu I gehdérige Linie wird fiir sehr kleine / fiir die angegebenen Werte 
von ganz verschiedene Frequenzen haben, und die zu III gehérige wird 


im Falle 7° —i*— 1°, ¢? = 21° ebenso in ganz verschiedenen Spektral- 
bereichen liegen. 


aus IIT: 


8x? 


2 3 2 
* -y=111'—9(¢ —1). 


§ 4. 
Naherungsformeln. 
Um iiber die Richtung der Verschiebung der Linien Aufschlu8 zu 
bekommen, wollen wir Naherungsformeln fiir die Energie und die Frequenz 


aufstellen. Wir ersetzen die Kurven d a(, °) der Figur 2 durch das 


Biischel der geraden Linien durch den Punkt [n,/n,=1, d=0]. 

Und zwar lassen wir der einem bestimmten g-Werte zukommenden 
Kurve die Gerade durch ihren héchsten Punkt entsprechen, der ja durch 
(33) gegeben ist. Wir haben also die Geradenschar 


oe} ( Ne 7/ 
(35) d=g9()-\1— =) = a(",@), 
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Nach (32) ist: 
™ \_a(™ o)4(™) 
t(",9) ‘es \n,? ?, *) P 


7: - . . P \ , 
Wir kénnen also jetzt die Kurven r=1 (™, @) unserer Figur 1 ersetzen 
1 


durch die Parabelschar 

/ ; 3 , 
‘ } = »)-f — n,\ { %s | ———— Ng \ 
(37) ru g(e)-\1— 2) + (2) = tT): 


Vergleichen wir die Naherungswerte 7 ed mit den wahren Werten 
ak , 8o ergibt sich, daB der Fehler, den man bei Einfiihrung von 1 
macht, fiir den ganzen Bereich der in der Tabelle angegebenen t- Werte 
kleiner ist als 10°/,. Am gréBten sind die prozentuellen Fehler fiir einen 
Bereich, der das unterste Ende der Kurve g =*/, umgibt. Fiir den bei 
weitem gréBten Teil des in Frage kommenden Stiicks der {n,/n,, t}-Ebene 
ist der Fehler aber weit geringer als 10°/,, so daB die Formel im all- 
gemeinen den Anforderungen spektroskopischer Genauigkeit geniigen wird**). 

Hier soll es uns nur darauf ankommen, ein allgemeines Bild von der 
Art des unsymmetrischen Kreiselspektrums zu gewinnen. Daher wird die 
Naherungsformel unsern Zwecken fiir den ganzen Wertebereich villig geniigen. 

Die Funktion (36) g(¢) ist fir 0< gm <1 nahezu gleich 2y*. Setzen 
wir diesen Wert in (35) resp. (37) ein, so bekommen wir etwas weniger 
genaue Formeln fiir Energie und Frequenz. 

Setzen wir 7 statt + in (29) ein, so bekommen wir die Energie- 
formeln: 


IL W= 55 {[i—(i*—1’)9(p)]n? + (8 —1*)9(¢)-n, 0, 
it fre 1°) n2}, 


h* 2 
(38)) I. W=-, kn}, 





1. W=——{(l'+(8°—-1’) g(1—@ ae —1°)g(1—¢)-n, n, 
+ ( — 1%) )n3 }. 
Hier kann g(q) naherungsweise durch 2 y*, resp. g(1 — gy) durch 2(1— gy)” 
ersetzt werden. 
Reiche hat in seiner in FuBnote *) zitierten Arbeit eine Naherungs- 
formel fiir die Energie abgeleitet, die man erhalt, wenn man 
t= 5 sin* (* g) ?) | ‘1 — (*2)") 4. (™) 


2 \n,/ m 





8) Nach (29) ist der prozentuelle Fehler des mit der Naherungsformel gefundenen 
Wertes von W immer kleiner als der von r. 
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setzt. Sie ist jedoch nur fiir ziemlich kleine m (annahernd symmetrische 
Kreisel) brauchbar. 


Setzen wir d(™, ) statt a(*, 9) in die Frequenzformel ein, so 
1 1 . 


erhalten wir 





a wav =i (2n, d+ 6°) — (i - 1") (2n, 8 + 8*) 
: x \ 
‘ sint (= 9) —¢ 
— (¢*° — §°).- i -{5(n, — n,) + (n, + 5)(5 — 8)}, 
(39) wo Joe k*(2n, 6+ 6°) 
_ ? 822 1 ? 
m. *y=1(2n,d-+6*)+(s*—I")(n,0 +8" 
- gyar=l (2n,¢ )+(¢ —1)(2n, 8 + 8*) 
te 
o 9 cos* \-5 ¢) —(1—9) 
+(¢ —l°)—— - 


{5(n, —n,)+ (n, + 4)(6—<s)}. 


Um festzustellen, ob eine Linie beim unsymmetrischen Spektrum gegen 
das symmetrische Spektrum nach Richtung gréBerer Frequenz ver- 
schoben ist, haben wir die letzten Glieder auf den rechten Seiten von I 
und III auf ihre Vorzeichen zu untersuchen. i° — 1” ist positiv, und da 
sin (= p) > und cos(* »)>1— fiir 0S p<1 ist, sind die beiden 
von g abhangigen Briiche in I und III positiv. Wir haben also nur das 
Vorzeichen der geschweiften Klammer 

1= d(n, — n,) + (n, + 6)(d — 28) 
zu untersuchen. 


Wir haben n, > 0, n,>0 anzunehmen. Nach dem Korrespondenz- 
prinzip ist ferner 6 = +1 oder = 0. 


Beriicksichtigen wir ferner, da8 n,<n,, so gilt folgendes: 
a) fir db—s>0 ist 4>0 
d=s>0 ist 4>0 
d=s<0 ist 4<0 
c) fir 6—s<0 ist 4< 0. 


b) fir 6—s=0 und { 


Der Nachweis ist auf Grund der obigen Voraussetzungen leicht zu 
fiihren. 


Da die Funktion 
a (fe) 
—_ in Pp fiir 0<gsl 
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monoton wichst, wird fiir 4 >0 die Frequenz » in (36) I mit wach- 
sendem g dauernd kleiner. Da die Funktion 


/ 


cos? (> @) —(1—9)* 





. in m fir OS gl 


monoton abnimmt, wird fiir 4 > 0 wegen des positiven Vorzeichens des 
letzten Gliedes in III auch fiir diese Formel die Frequenz mit wachsen- 
dem g dauernd kleiner. Fiir 4 <0 nimmt die Frequenz in beiden For- 
meln gleichzeitig mit m zu. Wenn » wiachst, nimmt & ab, und in II 
nimmt dann die Frequenz wegen |6|< 1, n, >0 fiir 6>0 wz, fir 6< 0 
nimmt sie ab. Wir kénnen jetzt das fiir unsere Naherungsformel giiltige 
Gesetz aussprechen, das aber auch fiir die exakte Formel héchstens in 
einer kleinen Anzahl von Ausnahmefillen verletzt sein wird: 

Alle Linien, die Quantenspriingen 6 — s > 0 oder d= s > 0 oder dem 
Quantensprung 6 > 0 in II entsprechen, erfahren eine Verschiebung nach 
Bereichen kleinerer Frequenz, alle Linien, die d— s <0 oder b=8s< 0 
oder dem Sprung 6< 0 in II entsprechen, eine Verschiebung nach Be- 
reichen gréBerer Frequenz, wenn man die gréBte und die kleinste Haupt- 
trigheitsachse unverindert la8t, die mittlere aber verkleinert (also g 
wachsen 1aBt). 

Wie die drei Formeln (39) zeigen, hangt die Frequenz wie beim sym- 
metrischen so auch annihernd beim unsymmetrischen Kreisel in allen 
drei Fallen von den Quantenzahlen n, und n, linear ab. Wir werden also 
aus dem Spektrum des unsymmetrischen Kreisels anndhernd dquidistante 
Serien herausgreifen konnen, nur wird die Lage sowie die Gruppierung 
der Serien untereinander, sowie auch die Distanz aquidistanter Serienlinien 
eine durchaus andere sein kénnen als die fiir die entsprechenden Serien 
und Linien im symmetrischen Fall. Beriicksichtigen wir auch die Ab- 
hangigkeit der Frequenz von 6 und s, so ist die allgemeine Frequenz- 
formel naherungsweise von der Gestalt: 


y= (Ad+Bs)n,+(C5+Ds)n, + (25° + 2 Fds+ Gs’), 


wo die von den Triagheitsachsen abhingigen GréBen A bis G sich aus (36), 
fiir alle drei Fille verschieden, ermitteln lassen. Die allgemeine Aufgabe 
wird sein, aus dem Bild des Spektrums so viele Erkenntnisse iiber diese 
Koeffizienten zu gewinnen, da8 man daraus auf die GréBe der Haupt- 
trigheitsachsen des Kreiselmolekiils schlieBen kann. 

Bei Abfassung dieser Arbeit hat mich Herr W. Lenz mit vielfachem 
Rat unterstiitzt, wofiir ihm auch an dieser Stelle gedankt sei. 


(Eingegangen am 3. 6. 1924.) 
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Uber absolute Irreduzibilitit. 
(Aus einem Briefe an E. Noether.) 
Von 
E. Fischer in Kéln. 


Die Bemerkung, die ich zu Ihrer Abhandlung ,,Ein algebraisches Kri- 
terium fiir absolute Irreduzibilitat“ (Math. Annalen 85) machen michte, 
bezieht sich nur auf den Fall gewéhnlicher Kérper, d. h. Oberkérper des 
K6érpers der rationalen Zahlen, also auf denjenigen Fall, fiir welchen, wie 
Sie erwahnen, auch Ostrowski unabhangig von Ihnen den Satz, der den 
Gegenstand Ihrer Abhandlung bildet, aufgestellt und bewiesen hat. 

Ich bin Ihnen fiir die ausdriickliche Formulierung des Satzes und fiir 
die Herstellung eines elementaren Beweises sehr dankbar. Der Satz diirfte 
sich, auch fiir den Fall gewéhnlicher Kérper, nicht mit einfacheren Mitteln 
beweisen lassen. Er wird aber fiir den Fall gewohnlicher Kérper, wie ich 
Ihnen zeigen méchte, dann trivial, wenn man die Theorie der Elimination, 
etwa den § 25 der Arbeit’) von Mertens, als bekannt voraussetzt. 

Es seien F(x), G(x) Formen, d.h. homogene Polynome, in z,,..., 2, 
mit unbestimmten Koeffizienten a; b und von den Gradenh,k, woh >k>0O. 
Wir fragen zuerst nach denjenigen Wertsystemen a; } aus einem gegebenen 
Kérper, fiir welche entweder G(x) Teiler von F(x) ist oder G(x) identisch 
verschwindet. Bekanntlich gibt es solche von der Wahl jenes Korpers unab- 
hangige Formen —,(a; 6), ..., ~, (a; 6) der Unbestimmten a; b mit ganzen 
rationalen Zahlen als Koeffizienten, daB die fraglichen Wertsysteme genau 
die jenem Korper angehdrigen*) Lésungen a; b des Gleichungssystems 


(1) Pp, (a; b) = 0, ..., Pula; b) = 0 


") Mertens, Zur Theorie der Elimination, Wiener Sitzungsber. 1899. 

*) Ist jener Kérper, was bei dieser vorbereitenden Uberlegung zugelassen werden 
kann, kein gewdhnlicher, so ist natiirlich die Einsetzung der Wertsysteme a; b des 
Kérpers in die Formen ¢ so zu verstehen, daB die Zahlenkoeffizienten der y bloB als 
abkiirzende Bezeichnungen aufgefaBt werden, also z. B. 2c, wo c ein Element des 
Kérpers, fiir c-+c¢ steht. Dagegen ist die 0 in(1) als Element des Kérpers zu verstehen, 

11* 
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sind*). Bezeichnet man namlich, nach Ausfiihrung einer linearen Trans- 
formation x; = §;,;2{ +... + é,,2, mit unbestimmten Koeffizienten ~, mit 
G, den Koeffizienten von 2;* in G(x) und mit ® den Rest bei der in 
bezug auf z{ ausgefiihrten Division von G}~***- F(x) durch G(x), so sind 
die fraglichen Wertsysteme diejenigen a; 6 jenes K6rpers, fiir die ® iden- 
tisch in den x’ und ¢ verschwindet*). Die so gewonnenen ¢ sind in den 
6 homogen von gleichem Grade. 


Wir fragen nun nach denjenigen Wertsystemen a aus einem gegebenen 
gewohnlichen Koérper &, fiir welche F(x) einen Teiler vom Grade k mit 
Koeffizienten aus irgendeinem Oberkorper von & besitzt. Es sind das die- 
jenigen a aus §, fiir welche das Gleichungssystem (1) in irgendeinem 


*) Ostrowski hat, nachdem er von den Ausfiihrungen des Textes Kenntnis ge- 
nommen, eine Variante vorgeschlagen, die mit einer von E. Noether angebrachten 
Vereinfachung so lautet. Unter den Wertsystemen a; b jenes Kérpers sind diejenigen, 
fiir welche F(x), G(x) einen gemeinsamen Teiler von héherem als dem 0-ten Grade 
besitzen, ebenfalls durch ein Gleichungssystem von der Gestalt (1) charakterisiert, 
namlich (vgl. Mertens a.a.O. § 16) dadurch, daB die in bezug auf t gebildete Resul- 
tante von F(z, +ty:,,--,%n+tyn), G(x, +ty,, ..-,%.+ty,) identisch in den z; y 
verschwindet. Von diesem Gleichungssystem von der Gestalt (1) aus gelangt man 
nach dem Verfahren des Textes zu einer von der Wahl jenes Kérpers unabhangigen 
Form R, der a und gewisser Unbestimmten u mit ganzen rationalen Zahlen als 
Koeffizienten. Hierin nehme man fiir k speziell die gréBte ganze Zahl <}h. Dann 
sind unter den Wertsystemen a aus einem gegebenen gewdhnlichen Korper & diejenigen, 
fiir welche F(x) entweder identisch verschwindet oder in irgendeinem Oberkorper von 
R reduzibel wird, durch das in den u identische Verschwinden von R,, charakterisiert. 


*) Es wiirde auch die Transformation 2, = z{, z,= §,2{+2f,..., 2 =&,2{4+24 
mit unbestimmten & geniigen. — Man kann aber auch, ahnlich wie bei Mertens a. a. O. 
§ 16, mit binarer Substitution z, = §,,2{-+ &,,2} auskommen, was hier in anderer Be- 


zeichnung noch ausgefiihrt werden mag. Man setze, vermége Division in bezug auf t, 
( 2) G (y)*-**?. F(a, + ty,, ..., tn +tyn) = 
Q(t; 2; y)-G(z,+ty,, ..., tr +tyn) + O(t; 2; y), 


worin Q, ® ganze rationale Funktionen von ¢ und den Unbestimmten z; y; a; 6 mit . 
ganzen rationalen Zahlen als Koeffizienten sind und @ in ¢ den Grad k nicht erreicht. 
Man bezeichne ferner Q(0; 2; y), ®(0;2;y) mit Q(z;y), ®(z;y), so daB die 
Gleichung 


(3) G (y)*~**!. F(x) = Q(x; y)-G (x) + © (2; y) 


besteht. Dann wird (1) durch das in den x; y identische Verschwinden von (2; y) 
gegeben. Es sei nimlich a; b ein Wertsystem aus jenem Kérper. Ist G(x) identisch 0, 
so nach (2) auch ®(t; z; y); ist G(x) nicht identisch 0 und G(x) Teiler von F(z), 
so ist nach (2), da G(z,+ty,,...) in ¢ den Grad k hat, ®(t; z; y) identisch 0; 
in beiden Fallen also (x;y) identisch 0. Ist umgekehrt #(2; y) identisch 0, so 
erkennt man, wenn G(y) nicht identisch vefschwindet, aus (3) durch Koeffizienten- 
vergleichung beim Ordnen nach den y, daB F(x) durch G(z) teilbar ist. 
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Oberkérper von & eine Lésung 6 besitzt, in der nicht alle 6 verschwinden. 
Man bilde daher, wenn » die Anzahl der Unbestimmten } bedeutet, 


y;(a;b;u)=u,, 9, (a; 6) +... + Un yn (a; 5b) 
(¢=1,...,%) mit »-~ Unbestimmten wu und die Resultante R,(a; uw) der 
Formen y,,...,y, in bezug auf die » Unbestimmten 6. Dann sind die 


fraglichen Wertsysteme genau diejenigen a aus &, fiir welche R,(a; u) 
identisch in den u verschwindet. 

Da8 aber damit der Beweis des Satzes erledigt ist, steht in Ihrer 
Abhandlung. Bildet man namlich, wenn h>2 gegeben ist, R, fiir alle 
k < 3h, wobei wegen der wechselnden Anzahlen uw, » immer neue uw zu 
benutzen sind, so sind unter den Wertsystemen a aus & diejenigen, fiir 
welche F(a) entweder identisch verschwindet oder in irgendeinem Ober- 
kérper von § reduzibel wird, durch das in den u identische Verschwinden 
des Produktes der genannten Formen R, charakterisiert. 


(Eingegangen am 14.11. 1924.) 











Die Hauptklassen in der Kompositionstheorie 
quaterniren quadratischen Formen. 


Von 


H. Brandt in Aachen. 


1. In einer friiher in dieser Zeitschrift erschienenen Arbeit’), auf die ich 
auch wegen der hier angewandten Bezeichnungen und Definitionen ver- 
weisen mu, habe ich fiir die quaterniren quadratischen Formen mit 
ganzzahligen Koeffizienten eine Defiuition des Kompositionsbegriffes auf- 
gestellt. Die Fundamentalprobleme, die die Theorie der Komposition zu 
lésen hat, sind die drei folgenden: 1. wenn zwei Formen vorgelegt sind, 
zu entscheiden, ob sie komponiert werden kénnen, 2. wenn das der Fall 
ist, alle daraus komponierten Formen anzugeben, endlich 3. fiir jede von 
diesen alle bilinearen Substitutionen zu bestimmen, die die Komposition 
vermitteln. 


Diese Probleme sind vor allem fiir die primitiven Formen gleicher 
Diskriminante zu lésen. Dabei ist es aber zweckmaBig, zuerst den ein- 
fachen Fall, daB eine der zu komponierenden Formen eine Hauptform ist, 
ins Auge zu fassen. Unter dieser Beschrinkung geben wir im folgenden 
die vollstandige Lésung der genannten Probleme. 


2. Da eine Hauptform die Zahl 1 darstellt, kann durch Komposition 
einer Form A mit einer Hauptform H, sowohl bei der Reihenfolge HA 
wie bei der Reihenfolge AH immer nur eine der Form A Aquivalente 
Form entstehen. (Die bilineare Substitution einer solchen Komposition 
geht nimlich, wenn die Variablen von H so gewahlt werden, daB H = 1 
wird, in eine diese Aquivalenz vermittelnde unimodulare Substitution iiber. ) 
Durch diese Bemerkung ist in unserm Fall das zweite Problem bereits 
erledigt. 


*) Der Kompositionsbegriff bei den queterniren quadratischen Formen. Math. 
Ann. 91 (1924), S. 300. 


rr 


rr 
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Friiher ist gezeigt worden, da® fiir irgendeine primitive K-Form 
A stets links zugehdrige Hauptformen H und rechts zugehdrige Haupt- 
formen H’ gefunden werden xénnen, fiir welche die Kompositionen HA = A 
und AH’ =A miglich sind’). Im folgenden werden wir sehen, daB alle 
Hauptformen H und H’, die bei gegebenem A iiberhaupt in diesen Kom- 
positionen auftreten kénnen, je einer eindeutig bestimmten Klasse ange- 
héren, die wir daher die links bzw. rechis zugehdrige Hauptklasse nennen, 
Durch diesen Nachweis wird das erste Problem erledigt, namlich auf die 
Entscheidung der Aquivalenz zweier Formen zuriickgefiihrt. 

Dieselben Methoden, die zu diesem Resultat gefiihrt haben, geben 
endlich auch eine Lésung des dritten Problems. Doch liegt es nahe, eine 
Lésung noch auf anderem Wege zu suchen. Dadurch werden wir bei den 
bilinearen Substitutionen fiir die Kompositionen HA=A, AH'=A zm 
interessanten Unterscheidungen gefiihrt, die, was schon hier bemerkt sei, 
fiir die allgemeine Lésung des zweiten Problems von Bedeutung sind, das 
fiir ein beliebiges Paar komponierbarer Formen keineswegs so einfach zu 
erledigen ist wie in dem hier untersuchten Falle. 

3. Da wir es im folgenden haufig mit linearen Transformationen von 
bilinearen Substitutionen zu tun haben, ist es zur Erhéhung der Uber- 
sichtlichkeit zweckmaBig, dafiir eine Symbolik einzufiihren. Wenn in der 
bilinearen Substitution 


== y - 
Zz, m,.,%,Y, *) 


_ 


die drei Variablenreihen z,, y,, z, durch die nicht-singularen linearen 


Substitutionen 2,= Sp,,2j, y,= S49,,y; aber 2’ = S r,,2, trans- 
; : 


t ‘ 


formiert werden, so da8 dadurch die bilineare Substitution 


, vy , , , 
& Mints Vy 


¥ oy 
entsteht, so schreiben wir fiir die dann bestehenden Relationen 


, = >’ 
Ms uy eet Tg Mee Pin Lee » 
ijk 
indem wir die Matrizen der hier auftretenden linearen und bilinearen 
. . , . 
Substitutionen durch P, Q, R, M, M_ bezeichnen, 


” i 
M'=R.- M- ; 
2) Die Indizes nehmen, einerlei ob dariiber summiert wird, wie bei i, j, k 
oder ob sie fest sind wie x, 4, u, v, immer die Werte 0, 1, 2, 3 an. 
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Ist dabei eine der Substitutionen P, Q, R die identische Z, so wird sie 
fortgelassen. 

Ist R= Q=E und enthilt P nur eine Spalte, oder ist R= P=EZ 
und enthalt Q nur eine Spalte, so identifizieren wir die entstehenden 
bilinearen Substitvutionen 


-« Mae 
@ 


bei denen jetzt je eine Variablenreihe nur eine einzige Variable enthilt, 
mit den entsprechenden linearen Substitutionen, die durch Eins-setzen dieser 
Variablen entstehen. 


Die Symbolik dehnen wir auch auf den Fall der Zusammensetzung 
zweier bilinearen Substitutionen M, M, aus und schreiben, je nachdem 
M, in M auf die x, oder die y, ausgeiibt wird, fiir die entstehende tri- 


lineare Substitution 


fs 


mM’ bzw. My 


\ MM,” 


4. Zur Erlauterung der Symbolik diene der Hinweis auf folgende 
leicht verifizierbare und bekannte, spater Verwendung findende Eigen- 
schaften der Quaternionenmultiplikation. 


Bedeutet V, die bilineare Substitution 
%q = ToYo — 7, Y, — Ta Yo — Xs Yo; 
2 = MY, TF %Yo T Te Ys — Tse Yo; 
Zq = Lo Yq + TeYo + XY; — TZ Ys, 
%y = ToYs tb TyYo + U1 Yq — MY,» 
so kann die Bedingung der Assoziativitat der Quaternionenmultiplikation 


vIn? S =z 7 9,0 0 
Oat Mime p> Vey say 
a 


durch die einfache Formel 


V. 
Vo. — VS ; 
\ Fo 


ausgedriickt werden. Wird (auch fiir spitere Verwendung) 


| 


& 
° 
<= 


0 | 
x= ||™ || y= ||| 
7, || Yo | 


Zs ; | Ys 





| 
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gesetzt, wobei die xz, und y, hier als Parameter aufzufassen sind, so ge- 
niigen also die Matrizen 


T=V, , T’=V, 


den Gleichungen 


Hier gilt aber auch die Umkehrung: Jede Matrix 7, die der Bedingung 
TV,.=V, geniigt, laBt sich in eindeutig bestimmter Weise auf die 


X 
Gestalt 7=V, , und jede Matrix 7”, die der Bedingung 7” V, = V, I’ 
geniigt, laBt sich in eindeutig bestimmter Weise auf die Gestalt 7” = V, 


bringen. 


5. Fiir den Beweis der Eindeutigkeit der einer Form zugehérigen Haupt- 
klassen gebrauchen wir den folgenden rein algebraischen 


Hilfssatz. Sind A, H, H, beliebige quaterndre quadratische Formen 
mit gleichen von Null verschiedenen Determinanten, von denen H, H, nur 
die ersten Koeffizienten 1 haben, ferner M, M, zwei bilineare Substitu- 
tionen der gleichen Signatur und Art, welche die Gleichungen A= HA, 
A=H,A identisch erfiillen, so gibt es unendlich viele Paare linearer 
Substitutionen U, U,, so dap 


U, 
M, = MK ‘ 
U 


und darunter ein einziges, bei dem U, die erste Spalte 1,0,0,0 hat. 


Zum Beweise seien A, H, H, drei lineare Substitutionen, welche die 
Form £ bzw. in A, H, H, transformieren, wobei aber die Determinanten 
von H und H, auch dem Vorzeichen nach gleich sein sollen. Bilden wir dann 


-1 i 
V,=A MA at : 


-—1 ? 


H 
V=A-M¢ 
N\A 


so sind V, V, zwei bilineare Substitutionen der gleichen Signatur und 
Art, welche die Gleichung 


E((z)) = £((x)) E((y)) 


































170 H. Brandt. 


identisch erfiillen, und es gibt, wie friiher gezeigt wurde*), unendlich viele 
Paare eigentlicher*) orthogonaler Substitutionen 0, O,, so dab 


und darunter ein einziges, bei dem O, die erste Spalte 1, 0,0, 0 hat. 
Setzt man dann, ohne zunichst O, zu spezialisieren, 


U=A"“OA, U, = H™'0,H,, 


so besteht zwischen M, M, die erste behauptete Beziehung. Wahlt man 
iiberdies O, und, was offenbar méglich ist, H, H, so, daB die ersten Spal- 
ten die Elemente 1,0,0,0 haben, so hat auch U, die erste Spalte 
1,0,0,0 und ist mit U eindeutig bestimmt, weil das dann fiir O, O, gilt. 

6. Die Anwendung dieses Hilfssatzes auf die Kompositionstheorie fiihrt 
sogleich zu dem 


Satz von der Eindeutigkeit der zugehérigen Hauptklassen: 
Fiir eine beliebige primitive K-Form A gehéren alle Hawptformen H 
und H', welche dieselbe Diskriminante wie A haben unt die Kom- 
positionen HA=A, AH'=A gestatten, je einer eindeutig bestimmten 
Klasse, der links bzw. rechts zugehérigen Hauptklasse an. 

Es geniigt, die Eindeutigkeit der links zugehérigen Hauptklasse nach- 
zuweisen, weil sich die Eindeutigkeit der rechts zugehérigen Hauptklasse 
ganz abnlich ergibt. 


Es sei also A eine primitive K-Form, und es seien H, H, zwei 
Hauptformen je mit dem ersten Koeffizienten 1 und denselben Diskrimi- 
nanten wie A, welche so ausgewahit sind, daB die Kompositionen HA = A, 
H,A= A méglich sind und durch die bilinearen Substitutionen M, M, 





| | 
vermittelt werden. Wird dann die Matrix | : | durch £, bezeichnet, so 
sind offenbar 
E, Ey 
M =T, mM, = 7, 


zwei ganzzahlige automorphe Substitutionen von A. Nach dem vorigen 
Hilfssatz gibt es aber zwei eindeutig bestimmte Substitutionen U, U,, 


*) Uber ein Problem von A. Hurwitz, quaternire quadratische Formen betreffend. 
Math. Ann. 88 (1923), S. 211. 

*) Orthogonale und iiberhaupt automorphe Substitutionen werden immer als 
eigentlich vorausgesetzt, so daB der Zusatz eigentlich“ kiinftig fortbleiben kann. 
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wobei |v] = |U,|=1 und U, die erste Spalte 1, 0,0, 0 besitzt, so daB 


U, 
M,=Mi °. 
Da nun U, E, = E,, so folgt 
mu’. ui” 
U 


d.h. T,= TU oder U=T~*T,; also ist U eine ganzzahlige Substitution 
der Determinante 1. Dann muB auch 


JU 
My ,.=M’™ 


ganzzahlig sein. Das ist aber, weil wegen der Primitivitét von A die 
rechteckige Matrix || My ; (¢7 = 00, 01,...,33; k=—0,1,2,3) eine 
Primmatrix ist, nur méglich, wenn U, ganzzahlig ist. 

H geht aber durch U, in H, iiber; also sind, da |U,!=—1, die 
Formen H und H, 4quivalent. 

7. Um endlich die simtlichen bilinearen Substitutionen zu bestimmen, 
die eine Komposition mit einer Hauptform vermitteln, geniigt es wieder, 
die Kompositionen HA = A, AH' =A ins Auge zu fassen, wo A eine 
beliebige primitive K-Form, H eine ihr links und H’ eine ihr rechts 
zugehérige Hauptform, jede mit dem ersten Koeffizienten 1, bezeichnet. 

Sind dann 1, M, zwei bilineare Substitutionen fiir die Komposition 
HA = A, so braucht man nur im Beweis der vorigen Nummer die Formen 
H und H, zu identifizieren, um zu erkennen, dab 


U, 

M,=mM/° 

U 
und, auf Grund dhnlicher Uberlegungen, auch 
Jo 


M, =U~- M/ 


gesetzt werden kann, wo jedesmal U, U, eindeutig bestimmte ganzzahlige 
automorphe Substitutionen von A und H sind, von denen U, die erste 
Spalte 1, 0,0, 0 hat. 

Entsprechendes gilt fiir die bilinearen Substitutionen M’ der Kom- 
position AH’ = A. 

Somit ergibt sich der Satz: 


Die bilinearen Substitutionen, welche die Komposition HA=A 
bzw. AH'=A vermitteln, werden aus einer von ihnen sdmtlich, und 
zwar jede gerade einmal erhalten, wenn die Variablen einer der Formen A 
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durch alle ganzzahligen automorphen Substitutionen von A und die von 
H bzw. H’ nur durch diejenigen ganzzahligen automorphen Substitutionen 
dieser Formen transformiert werden, welche die erste Spalte 1,0,0,0 
besttzen. 


Dieser Satz léBt sich auch auf die Kompositionen HH = H anwenden, 
wo H wiederum eine Hauptform mit dem ersten Koeffizienten 1 bedeutet. 
Doch sprechen wir ihn fiir diesen Fall gleich in einer etwas allgemeineren 
Form aus: 


Aus einer bilinearen Substitution z,= Sw,,.2,y,, welche die Kom- 
ik 


position HH=H vermittelt, wird jede andere gerade einmal erhalten, 
wenn eine der drei Variablenreithen x,, y,, z, durch alle ganzzahligen 
automorphen Substitutionen von H und eine andere Variablenreithe nur 
durch diejenigen mit der ersten Spalte 1,0,0,0 transformiert wird. 


8. Bei den Kompositionen HA=A, AH’'=A liegt es nahe, zu 
fragen, ob nicht durch automorphe Transformation der Variablen der 
beiden Formen A auch alle bilinearen Substitutionen erhalten werden 
kénnen. Ahnliche Betrachtungen, wie sie in Nr. 5 angestellt worden sind, 
zeigen, daB das in algebraischem Sinne in der Tat méglich ist. Beschrankt 
man sich aber auf ganzzahlige automorphe Substitutionen, so werden im 
allgemeinen keineswegs alle erhalten. 

Fa8t man daher immer diejenigen bilinearen Substitutionen, die auf 
diese Weise ineinander transformiert werden kénnen, in einen Kompler 
zusammen, so zerfallt die Gesamtheit der bilinearen Substitutionen fiir die 
Komposition HA=A bzw. AH’=A in mehrere solcher Komplexe’), 
deren Anzahl sich fiir die positiven K-Formen leicht bestimmen laBt. 

Man erhalt namlich, je nachdem es sich um die Komposition HA = A 
oder AH’ = A handelt, 


t(H) _ t(A) t(H’) _ t(A) 
7H) (hy) «(O*-  a  a 











derartiger Komplexe. Dabei sind ¢,« Funktionen, welche fiir die be- 
trefienden Formen die Anzahl der automorphen Substitutionen bzw. die 
Anzahl der Einsdarstellungen bezeichnen. 

Zum Beweise fassen wir von den bilinearen Substitutionen M, welche 
die Komposition H A = A vermitteln, nur diejenigen ins Auge, die der 


E, 
Bedingung M "=F geniigen. Derartige M gibt es offenbar in jedem 


5) Fir jede Hauptklasse existiert ein Ring hyperkomplexer Zahlen mit Links- 
und Rechtsidealen, deren Theorie der Kompositionstheorie parallel lauft. Bei natur- 
gemiBer Fassung des Aquivalenzbegriffes der Ideale ist die Anzahl der Idealklassen, 
die einer Formenklasse entsprechen, gerade gleich der Zahl dieser Komplexe. 
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Komplex. Ist M, eine beliebige von ihnen, so sind diese M simtlich 


eindeutig durch die Formel M, Uo darstellbar, wo U, wieder eine auto- 
morphe Substitution von H mit der ersten Spalte 1,0, 0,0 bezeichnet. 
Demnach ist die Anzahl dieser M gleich der Anzahl der U,, d.h. gleich 
t(H)/e(H). Diejenigen M nun, die mit M, demselben Komplex ange- 
héren, sind simtlich in der Formel U~*- M, n enthalten, wo U eine be- 


liebige automorphe Substitution von A bezeichnet. Hier erscheint aber 
jedes auftretende Mf mehrmals und zwar so oft wie M,, d. h., wie wir 
gleich sehen werden, ¢(H’)-mal. Also ist die Anzahl der verschiedenen M 
in einem Komplex ¢(A)/e(H’). 

Als Quotient der beiden ermittelten Anzahlen entsteht die erste der 
behaupteten Formeln, und dhnlich ergibt sich auch die zweite. 

9. Bedeuten M, und M,, zwei beliebige nur den Bedingungen 


E 
M, °=E, 


Mo. =. 
NE, 
unterworfene, die Kompositionen HA =A baw. AH'=A< vermittelnde 


bilineare Substitutionen, so haben wir noch zu zeigen, daB die Anzahl 
der ganzzahligen unimodularen Substitutionen U, U’, fiir welche 


, U' , 
i Se Um =m 


‘U ——— one 


gerade «(H’) baw. «(H) betragt. 
Das ergibt sich aber aus dem folgenden Satz: 


Haben M,, und M; die eben angegebene Bedeutung, so ist stets 
, si 
M =m,’ ° 


o\, , — o ’ 


Mm, 
und ist fiir irgendeine ganzzahlige Matrix T oder T’ 


‘ 


=~} i t-1 , ft ; ’ 
hn, = M, bzw. TT’. M, - WM 


0 


so gibt es eindeutig bestimmte ganze Zahlen x,, y,, so dap 
’ Xx , 
T=—M’ , T= MN ,- 


Zum Beweise seien A, H, H’ beliebige lineare Substitutionen mit den 
d ; : 
Determinanten = *) welche Z bzw. in A, H, H’ transformieren, von denen 


nur H, H’ die ersten Spalten 1,0,0,0 haben. Dann sind 
*) d* ist die Determinante von oA (o=1 oder 2) und d>0 fiir positive, 
a<0 fiir indefinite K-Formen. 
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‘ H™ / A 1 ] 
V=AM , 3 V'’=A-M,< 
An? Ny’! P 
bilineare Substitutionen positiver Signatur und Art, welche die Identitat 
( 


E((z)) = E((x)) B((y)) 


E, 
vermitteln. Zudem wird V“ °=E, V’ x = EF; folglich*) darf 


“0 
O 
V=V/ ’., V 


0, 
gesetzt werden, wo V, die in Nr. 4 angegebene Bedeutung hat und O,, O, 


orthogonale Substitutionen mit den ersten Spalten 1,0,0,0 sind. Man 
hat also 


A 
f ’ M, = A.V, ae at | 
A 0,4’ : 
Damit ergeben sich aber die Behauptungen unseres Satzes bis auf die 
Ganzzahligkeit der z,, y, als Folgerungen der in Nr. 4 ausgesprochenen 
Satze. Die Ganzzahligkeit der z,,y, aber folgt daraus, daB die recht- 
eckigen Matrizen mir; | <i Mise (¢j = 00,01,..., 38; E=0, 1, 2, 3) 
wegen der Primitivitét von A Primmatrizen sind. 
10. Es wird gut sein, wenn wir die in Nr. 8 angegebenen und jetzt 
volistaindig bewiesenen Anzahlformeln noch durch ein Beispiel erlautern. 
Bm. By 3 


Das eine der beiden Geschlechter der positiven Ordnung ( 18.1 


} ent- 
halt die sechs Klassen 








0, 0, 0 0, 0, 0 
H,~/1, 1, 18, 18], H~]1, 8, 9, 9], 
0, 
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Die Hauptklasse H, ist den Klassen A,, B rechts und den Klassen A,, B 
links zugehérig, die Hauptklasse H, ist den Klassen A,, B rechts und 
den Klassen A,, B links zugehdérig. 

Die Anzahlen der Komplexe, in die die bilinearen Substitutionen fiir 
die einzelnen Kompositionen zerfallen, sind aus den folgenden Tabellen 
ersichtlich : 



































H,A, =A, | 2 A, H, = A, | 2 

H,B=B |2 BH,=B | 2 

H,A,= A, | 1 A, H,= A, | 1 

H,B =B | 8 BH,=B | 8 
Diese Zahlen ergeben sich aus den obigen Formeln, da ¢(H,)= 32, 
t(A4,)=16, t(H,)=t(A,)=12, #(B)=t(B)= und ¢«(H,)=4, 


e(H,) = 2. 


(Eingegangen am 24. 8, 1924.) 








Berichtigung 



















zu der Arbeit von R. Lauffer: ,Analytische Kurvenpaare“ in Band 93, 
8. 230—243. 
Zufolge einer mir zugegangenen Mitteilung sind die auf Seite 241 und 
242 als Satze hervorgehobenen Beziehungen bekannt und findet sich eine 
Ableitung derselben bei Darboux, Legons sur les systémes orthogonaux 
(Paris 1910), 8S. 42. 


Graz, am 19. Februar 1925. 
R. Lauffer. 


Ernst-Abbe-Gediichtnis-Preis fiir Mathematik und Physik. 


Der von der Carl-ZeiB-Stiftung im Jahre 1921 gelegentlich der Mathe- 
matiker- und Physiker-Tagung in Jena begriindete Ernst-Abbe-Gediachtnis- 
Preis zur Férderung der mathematischen und physikalischen Wissenschaften 
und deren Anwendungsgebiete, sowie die damit verbundene Ernst-Abbe- 
Medaille, die 1924 zum ersten Male und zwar fiir das Gebiet der Mathe- 
matik zur Vergebung kommen sollten (s. Math. Ann. 86 (1922), S. 328), 
sind von der Carl-ZeiB-Stiftung dem Professor Felix Klein in Géttingen 
fiir seine mathematischen Werke zuerkannt worden. Die Verleihung er- 
folgte gem&iB dem Vorschlage des zu diesem Zwecke gebildeten, aus den 
Herren Fricke-Braunschweig, Koebe-Jena, Weyl]-Ziirich bestehenden mathe- 
matischen Fachausschusses. Die Medaille ist eine Schépfung von Professor 
Lehnert-Leipzig. 











Carl Neumann fF. 


Am 27. Marz dieses Jahres ist Carl Neumann im ehrwiirdigen Alter 
von fast 93 Jahren gestorben. Am 7. Mai 1832 ist er als Sohn des 
groBen Physikers F. E. Neumann geboren worden. Von dem ersten Bande 
unserer Zeitschrift an hat sein Name das Titelblatt geziert. Seine Gestalt 
steht bereits im hellen Licht der Geschichte: eine starke Persénlichkeit, 
ein gedankenreicher Mathematiker mit tiefen Problemen, ein Kiinstler der 
Darstellung. Welch prichtigen, lebenspriihenden Kopf zeigt die Photo- 
graphie, die dem 80. Band der Annalen beigegeben ist! 

Bei Carl Neumanns Tode gedenken wir vor allem dessen, daB er 
einer der Begriinder der Annalen gewesen ist. Unter der jiingeren Gene- 
ration der deutschen Mathematiker war in den sechziger Jahren des vorigen 
Jahrhunderts ein Widerstand gegen das Crellesche Journal und seine 
schleppende Geschaftsfiihrung entstanden. Neumann selbst bevorzugte aus 
diesem Grunde Veréffentlichung in Gestalt von Monographien und Lehr- 
biichern. Der Gedanke der Griindung einer neuen Zeitschrift wurde er- 
wogen, aber Neumann war es, der ihm Leben gab, indem er in der Firma 
Teubner, mit der er schon seit langerer Zeit in Geschaftsverbindung stand, 
den richtigen Verleger, in seinem Jugend- und Studienfreund Clebsch den 
idealen Herausgeber erkannte und beide zusammenbrachte. Dies geschah 
in einem mehrfach abgedruckten Brief an Teubner vom 10. Juni 18687), 
in dessen Eingang Neumann in drei Sitzen von klassischer Richtigkeit und 
Biindigkeit die Pflichten einer guten Redaktion zusammenfaBt. Wie er 
selbst seinen Anteil an der Griindung der Annalen bewertet, zeigt die 
Uberschrift, die er nach Clebschs Tode den Annalen gab: ,,In Verbindung 
mit Carl Neumann begriindet durch Rudolf Friedrich Alfred Clebsch*. 
Eine spatere Zeit hat diese bescheidene Formulierung geindert, indem sie 
die beiden Namen Clebsch und Neumann gleichberechtigt nebeneinander 

















*) Photographische Reproduktion in der Festschrift ,B. G. Teubner 1811—1911* 


(Leipzig, Teubner 1911), S. 299; Auszug in W. Lorey, ,.Das Studium der Mathematik 
an den deutschen Universititen seit Anfang des 19. Jahrhunderts“ ( Abhandlungen 
der IMUK 3, Heft 9, Leipzig, Teubner 1916), S. 137. 
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setzte. Die eigentliche Redakteurtitigkeit lag Neumann wohl fern. Trotz- 
dem hat er nach Clebschs Tode vier Jahre lang (1873—1876, Bande 6—9) 
die Hauptredaktion gefiihrt, zugleich aber die Redaktion auf breitere 
Grundlage gestellt, indem er sich die Mitwirkung von vier Nebenredakteuren 
sicherte. Er hat dadurch der Redaktion der Annalen ihre noch heute 
bestehende Form gegeben. Seit dem 10. Bande nimmt sein Anteil an 
der Annalenredaktion rasch ab, auch seine bis dahin zahlreichen Ver- 
6ffentlichungen in den Annalen flieBen allmahlich sparlicher. 

Die Annalen kénnen mit Stolz darauf hinweisen, da sie von Neu- 
manns gréBter Entdeckung auf rein mathematischem Gebiete, von seinen 
Untersuchungen iiber das Potential und seiner beriihmten Methode des 
arithmetischen Mittels, eine fast liickenlose Darstellung enthalten. Die 
alteren Untersuchungen besitzen wir teils in Originalartikeln, teils in Ab- 
driicken aus den Berichten der Siachsischen Akademie der Wissenschaften, 
vor allem in einem sehr wertvollen ausfiihrlichen Selbstreferat (Ann. 13) 
iiber die 1876 geschriebene Monographie ,,Untersuchungen iiber das loga- 
rithmische und Newtonsche Potential“. Und viele Jahre spiter, als bald 
Siebzigjahriger, konnte Neumann im 54. Bande seine Forschungen be- 
deutsam ergiinzen, indem er, gestiitzt auf neue Methoden und Resultate 
Poincarés, Korns, E. R. Neumanns zeigte, daB die nach der Methode 
des arithmetischen Mittels gebildeten Reihen auch bei héchst allgemeinen 
Annahmen iiber die Berandungen giiltig bleiben. 

Wir haben uns darauf beschriankt zu schildern, was Neumann unserer 
Zeitschrift gewesen ist, und seinem Andenken unsere Dankbarkeit zu be- 
weisen. Eine eingehende Wiirdigung seines Lebenswerkes hoffen wir dem- 
nichst bringen zu kénnen. 


Die Redaktion der Mathematischen Annalen. 





Uber die Komponierbarkeit quaternirer quadratischer 
Formen. 


Von 
H. Brandt in Aachen. 


1. Kiirzlich habe ich in dieser Zeitschrift die Fundamentalprobleme 
angegeben, welche die Kompositionstheorie der quaternaéren quadratischen 
Formen zu lésen hat*). Das erste dieser Probleme, die Entscheidung 
dariiber, ob zwei vorgelegte Formen in der gegebenen Reihenfolge kom- 
poniert werden kénnen, wird im folgenden vollstandig gelést unter der 
Annahme, da8 es sich um die Komposition primitiver Formen mit gleicher 
Diskriminante handelt, welcher Fall bei weitem der intercssanteste und 
wichtigste ist. 

Wie friiher gezeigt wurde, muB8 bereits jede Form, die in eine solche 
Komposition eingeht, einer gewissen Bedingung geniigen, sie mu8 eine 
K- Form sein*). Damit aber zwei primitive K-Formen gleicher Diskriminante 
miteinander komponiert werden kénnen, sind noch weitere Bedingungen er- 
forderlich, die sich mit Hilfe der friiher eingefiihrten Begriffe der links 
und rechts zugehérigen Hauptklassen sehr einfach formulieren lassen: 
Zwei primitive K-Formen gleicher Diskriminante lassen ndémlich dann 
und nur dann eine Komposition zu, wenn die der ersten rechts zugehdrige 
Hauptklasse mit der der zweiten links zugehdrigen identisch tst. 

Das Hilfsmittel, das uns zu diesem Resultat fiihrt, sind die erzeugen- 
den Substitutionen. Wir behandeln im ersten Kapitel die wichtigsten 
Eigenschaften dieser Substitutionen, setzen sie im zweiten zu den bilinearen 
Substitutionen der Kompositionstheorie in Beziehung und stellen endlich 
im dritten Kapitel mit ihrer Hilfe die Kompositionstheorie auf eine neue 


‘) Die Hauptklassen in der Kompositionstheorie der quaterniren quadratischen 
Formen. Math. Annalen 94 (1925), S. 166. 
*) Der Kompositionsbegriff bei den quaterniren quadratischen Formen. Math. 
Annalen 91 (1924), S. 300. 
12* 
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Grundlage, wodurch der schwerfallige Apparat der bilinearen Substitutionen 
ganz entbehrlich gemacht und das behauptete Theorem leicht gewonnen wird. 

Wegen der Bezeichnungen und Definitionen, soweit sie nicht hier neu 
eingefiihrt werden, mu8 ich auf die friiheren in dieser Zeitschrift erschie- 
nenen Arbeiten verweisen, auf die bereits eben Bezug genommen wurde. 


I. Kapitel. 
Begriff und Eigenschaften der erzeugenden Substitutionen. 


2. Das wichtigste Hilfsmittel fiir die Kompositionstheorie bilden ge- 
wisse lineare Substitutionen, deren Untersuchung dieses Kapitel gewid- 
met ist. 

Wenn eine lineare Substitution S mit ganzzahligen Koeffizienten 


a, = 38, a; *) 
+ 


eine primitive K-Form o-ter Art A((x)) = = J ay, 2%, (o=1 oder 2) 
ik 


in m-B transformiert, wo B eine K-Form derselben Diskriminante be- 
zeichnet, so heiBt die Substitution S eine erzeugende Substitution oder 
kurz eine Erzeugende zur Grundform A, die Form B die erzeugte Form, 
die Zahl m die Norm von S und die Substitution eigentlich oder un- 
eigentlich, je nachdem ihre Determinante gleich dem positiv oder negativ 
genommenen Quadrat ihrer Norm ist. (Einer dieser beiden Fille muB 
offenbar immer eintreten.) 

Im folgenden haben wir es nur mit eigentlichen Erzeugenden zu tun, so 
da8 der Zusatz ,,eigentlich“ fortbleiben kann. Die Koeffizienten der Er- 
zeugenden nehmen wir ohne gemeinsamen Teiler, d.h. die Substitution 
primitiv an, was keine Einschrankung bedeutet, da sich nach Fortheben 
eines etwa vorhandenen Teilers die erzeugte Form nicht andert. Die Norm 
sei positiv, was nétigenfalls durch Multiplikation der erzeugten Form 
mit — 1 erreicht werden kann. AuBerdem werde die Norm, um fiir das 
folgende unwesentliche, wenn auch an sich sehr interessante Komplikationen 
auszuschlieBen, ungerade und prim zu d angenommen, wobei d* =|a,,| 
die Determinante der Form oA ist und gemaB friiherer Vereinbarung das 
Vorzeichen von d positiv fiir die positiv-definiten, negativ fiir die indefiniten 
Formen genommen wird’). 


Wenn die Norm einer Erzeugenden prim zu 2d, so ist sie stets gleich 
dem letzten Elementarteiler der Substitution. 


*) S bedeutet eine Summation iiber die Indizes 0, 1,2, 3, =’ eine solche iiber 
1, 2,3. Summationsindizes werden durch i, k; feste Indizes durch yu, v, t bezeichnet. 
#, » nehmen die Werte 0, 1, 2,3, « nimmt nur die Werte 1, 2, 3 an. 
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In der Tat geht jede Primzah) in der Norm und im letzten Elementar- 
teiler in gleichen Potenzen auf. Geht naimlich die ungerade Primzahl / in 
den Elementarteilern und in der Norm bzw. in den Potenzen 1’* = 1, 
1, t's, 2’* und I’ auf, wobei 4, < 4, <4, und 4, + 4, +4, = 24, 80 gibt es 
in der Klasse der Grundform A Formen A’, die vermége der Substitution 
xz, =» x! durch I’ teilbar werden. Dann ist aber notwendig a,.,=0,(l), 
sobald 4, +- 4, <4. Ware nun4 > 4,, also auch 4 > A, und A>A,, so miiBten 
Aso, Qi, Ae, Gos, und wire 4<A/, also auch 4; +-4,<A4, so miiBten 
Qo, Ai, Ae, A:, @{g durch 1 teilbar sein, woraus in beiden Fallen die 
Teilbarkeit der Determinante |a{,|=|a;,|—=d* durch 1 folgt. Ist 7 prim 
zu d, so muB also 4, +4, = 4, =A sein. 

3. Besonderes Interesse beanspruchen die Erzeugenden, bei denen der 
zweite Elementarteiler dem ersten und also nach dem vorigen der dritte 
auch dem letzten gleich ist, so daB demnach fiir eine primitive Substi- 
tution der Norm m die Elementarteiler 1,1, m, m sind. 

Eine Erzeugende S mit den Elementarteilern 1,1, m,m bestimmt mit 
allen thr rechts dquivalenten Substitutionen eindeutig einen zugehdrigen 
Kongruenzwert k,(m), fiir welchen k* =d",(m). 

Geniigt namlich die unimodulare Substitution U der Bedingung S ~ U M,*) 
wo M das System der Elementarteiler, also die Diagonalmatrix mit den 
Elementen 1,1, m, m bedeutet, und wird die durch UM erzeugte Form 
durch B’ = * Sb. xi ty bezeichnet, so ist Dj bn =k x0, (m), wes- 
halb, wenn - 

bos bis - bos bie k, (m) 
gesetzt wird, nach Entwicklung der Determinante | Dix | =|a;,|=d" die 
Bedingung k* =d"*,(m) folgt. 

DaB aber der Kongruenzwert von k nach m nicht von der beson- 
deren Wahl von U abhiangt, ergibt sich leicht aus der Tatsache, daS 
wenn UM~U, Mund U, = UV gesetzt wird, wegen M~ V M notwendig 
Veo Vo1> Vzo> Vg, Gurch m teilbar sein miissen. 

Wird die durch U aus A entstehende Form durch A’ bezeichet, so 
ist offenbar ag; = boo, Qo3 = Bog, Gre = Bia, Ag = big, weshalb der Kon- 
gruenzwert k auch durch aj, aj; — a3 @j2 =k, (m) definiert werden kann. 

Da wir m prim zu d annehmen, folgt fiir irgendeinen Primfaktor / 


von m notwendig das Bestehen entweder der einen oder der andern der 
beiden Kongruenzen 


k=d,(l), k=—d,/(l). 


*) S ~ S,, in Worten S rechts aquivalent S,, wenn S,=SU, wo U unimodu- 
lar; bei festem S und beliebigem U bilden alle S, eine Rechtsklasse. 
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Je nachdem der erste oder der zweite Fall eintritt, schreiben wir der Er- 
zeugenden Sin bezug auf | positiven oder negativen Charakter zu. Ist 
der Charakter fiir alle Primzahlen derselbe, so heiBt die Erzeugende selbst 
von positivem bzw. negativem Charakter. 

4. Wir beweisen folgenden Satz: 


Wenn S mit den Elementarteilern 1,1, m,m eine zur Grundjform A 
gehorige, die Form B erzeugende Substitution ist, die zu dem Kongruenz- 
wert k, (m) gehért, und weiter S’ mit den Elementarteilern 1,1, m', m’, wobei 
m’ prim zu m, eine zur Grundjform B gehérige, die Form C erzeugende 
Substitution ist, die zu dem Kongruenzwert k’, (m’) gehért, so gehdrt die 
Substitution S” = 8S’, die offenbar eine zur Grundform A gehorige, die 
Form C erzeugende Substitution mit den Elementarteilern 1,1, m”, m” 
ist, wo m”=mm’, zu einem Kongruenzwert k’,(m’), der den Be- 
dingungen k =k, (m) und k” =k’, (m’) geniigt. 

Wird naimlich wie oben S~ UM und entsprechend 8S’ ~ U’ M’ und 
8” ~U" M” gesetzt, so ist UM~ U" M, woraus man die Richtigkeit der 
ersten Kongruenz erkennt. Die zweite aber lat sich in der folgenden 
Weise auf die erste zuriickfiihren. 


Wird die offenbar ganzzahlige Substitution m-S~* durch S bezeichnet, 
so ist S eine zur Grundform B gehérige, die Form A erzeugende Sub- 
stitution mit den Elementarteilern 1,1, m,m, und es gilt fiir den zu- 


gehérigen Kongruenzwert k,(m) von 5, wie unmittelbar aus der Defini- 
tion dieses Begriffes folgt, die Beziehung 


k=k, (m). 


Haben nun 5S’, 8”, k’, k” entsprechende Bedeutung wie 5 und k, so 
lehrt die Betrachtung der Substitution S” = 85'S, dab k’ =k’, (m’), dh. 


, 


aber nach der eben gemachten Bemerkung k” =k’, (m’). 


Im besonderen gilt also: Wenn S,S’ zueinander prime Normen und 
positiven Charakter haben, ist auch S”=SS' von positivem Charakter, 
und wenn sie negativen Charakter haben, ist auch S” = SS’ von nega- 
tivem Charakter. 

5. Der nichste Satz gestattet, einen Zusammenhang herzustellen 
zwischen Erzeugenden, die zu Grundformen mit verschiedenen Diskrimi- 
nanten gehdren. 

Wenn S mit den Elementarteilern 1,1, m,m eine Erzeugende zur 
Grundform A ist, die zu dem Kongruenzwert k,(m) gehért, und A ver- 
mége der linearen Substitution T, deren Determinante |t,,.|=t zum prim 
ist, in eine einer Form A’ nach dem Modul m kongruente Form iiber- 
geht, wobei die Diskriminanten von A und A’ gleich oder verschieden 





oO = < 


—_— Cu 


~ 
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sein kénnen, so gibt es eine eindeutig bestimmte Rechtsklasse von zur 
Grundform A’ gehérenden Erzeugenden S’ mit denselben Elementarteilern 
1, 1, m, m, welche durch die Bedingung TS’ =0,(S8) bestimmt ist, und thr 
zugehdriger Kongruenzwert k’,(m) gentigt der Bedingung o*k’ =0'*tk,(m), 
wobei o, 0’ die Art von A, A’ bezeichnen. 

(Dabei hei®t S’=0,(S) in Worten 8’ links kongruent Null nach 
dem Modul S, wenn S’ = S S,, wo S, eine ganzzablige Substitution ist.)*) 

Zum Beweise setzen wir wie oben SX UM, S’'~ U' M, wo M die 
Diagonalmatrix mit den Elementen 1, 1, m, m bezeichnet und U, U’ uni- 
modulare Substitutionen sind. Aus 7'S’=0, (8) folgt dann, daB TU’ = U7* 
gesetzt werden kann, wo in der ganzzahligen Matrix 7* die Elemente 
ts, th, t,t durch m teilbar sind. Nach der Definition des zugehdérigen 
Kongruenzwertes ist, wenn A durch U in A iibergeht, a,,4,, — Gog 4,4 =k, (m), 
ebenso wenn A durch 7'U’ in A’ iibergeht Gj.aj; — G3 Qi. =k’, (m). 
Wegen 7U’ =U7™ geht aber A durch 7™ in A’ iiber, woraus sich, da 
Goo, %,,G,, Cbenso Ajo, 4,, @j, durch m teilbar sind, wegen der eben an- 
gegebenen Kigenschaft von 7* die Kongruenz 


| 7” * | . = = | | * * 1) 4 >9 
1] boo bso \ | Ang Zs | tog tag ] oa | Aon og (m) 
fr w~ | , — ~ - , 
* * | | | * * | | , , 
bor bas | Bo As | i fsa 43 | } Fig Ayg 





ergibt, die, wenn man zu den Determinanten iibergehbt, sogleich die Be- 
ziehung k’=tk, (m) liefert. 

Dabei sind A, A’ stillschweigend gleichartig angenommen. Ist A 
von o-ter, A’ von o’-ter Art, so ist zu beachten, daB die zugehérigen 
Kongruenzwerte sich definitionsgema8 eigentlich immer auf die Formen 
o A, o' A’ beziehen, so da8 fiir den Transformationszusammenhang die 4@,, 


, , 


Sa , Fa - . ‘ 
durch —4G,,, und die @/, durch —a/, zu ersetzen sind, wodurch die letzte 
og 


Kongruenz in die behauptete iibergeht. 

6. Um die niachsten Betrachtungen nicht zu sehr zu komplizieren, 
nehmen wir die Grundform A unimodular so transformiert an, daB die 
seitlichen Koeffizienten von A und also auch die der Reziproken 2% durch 
die Norm m der Erzeugenden teilbar werden, so daB 


9 


«6 A((x) Bon & =. + AggXyg, (mM), 


2 2 
00 “Oo ~ x; a, 


ay 
GU ((a)) = Mog TF + 5, 7 + Ayqg ZZ + Ag, 2, (m). 


Ist dann S ~ UM eine Erzeugende zur Grundform A, B die durch 8 
und B’ (mit der Reziproken %’) die durch UM erzeugte Form, werden die 
Elemente von U durch u,, und die der adjungierten unimodularen Matrix 
durch u,, bezeichnet, so erhalt man aus den Gleichungen, die zwischen 


5) Vgl. H. Brandt, Komposition der biniren quadratischen Formen relativ einer 
Grundform, I. Kapitel. Journal f. r. u. a. Math. 150 (1919) 
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den Matrizen der Formen und linearen Substitutionen bestehen, die beiden 


Kongruenzen fiir den 


Ao Ugo» 


Qo Uy ? 


Ao Ung» 


Acq Ups » 


Setzt man dann 


Mo Urs 


Modul m: 
| , , 
Fy, Uy» FqUzq> Tq Ugo Boa» Sos Ug» Uyg, Ugg, Uggs 
, , | 
yy Uys Byq Uy, Agg Ug, ll Dyas Oye Uog> Uyg, Ugg, Ugs 
o f , rv 
Gy yUig Ago Mg, Mggtg2 || || Doo, By, } {| “oor “ro> Yeor Yso 
l=Her oe | | 
Gy, Uyg, Aggllgg, Aggy Ug, | sa» Dyg Uo» Uy,» Ugy, Ug, 
— Uns Uvo = Gave Une Uys ss Uns Uya = Dard (m), 
, , , ; 
bos a - bos b, = =k , Bos 51s — Bog bg =F , (m), 


so ergeben sich durch Vergleich der zweireihigen Determinanten in 


die zw6lf Kongruenzen 


(II) 


By pe Oyy Aye = 


Oy ne Ory Due = 


die sich wegen der aus 


lationen K=f, ay, Gyr 


kDd.», (m), 
td,., (m), 


(uv = 01, 02 


(I) 


, 03, 23, 31, 12), 


elementaren Determinantensatzen flieBenden Re- 


= Ay’ ul Ay’ y’ » d,.» = 


Du», (m), 


wobei u,v, uw’, 


eine gerade Permutation der Indizes 0,1,2,3 bedeutet, auf die Hilfte 


reduzieren. 


(Aus den Kongruenzen (IT) folgt beau dy, dag + Aya dy, + dog d,. = 0 


unter anderem die Kongruenz a,, d,, 


T a, » Uy T Ass dos 


=0, (m), 


so daB 


also zu jeder Rechtsklasse von Erzeugenden eine iibrigens eindeutig* 


bestimmte Auflésung der Kongruenz a 
hért. Es ist bemerkenswert, 


F 
un §f 1 


Bye F3 + Ogg FF = 
wenn auch fiir das Folgende nicht direkt 


0, (m) ge- 


von Bedeutung, daB auch umgekehrt jede Auflésung dieser Kongruenz 
mit einem Wert k, der der Kongruenz k* 
klasse von zur Grundform A gehérigen Erzeugenden eindeutig bestimmt.) 

7. Aus den Kongruenzen (I) werden wir noch eine wichtige Folgerung 
ziehen. Zunachst ergeben sich daraus die folgenden Kongruenzen fiir den 


Modul m: 








*) Natiirlich in dem Sinne, daB Lésungen, die sich nur 
primen Faktor unterscheiden, als gleich angesehen werden. 


Guu Uno ye = 


By yp Uys Uys 
Byun Upo Urs 
By pn Uys Urs 
Quu Une Uro 
Guu Uns Uvo 


Ay he Une Uyy 


Qu pe Ups Uys — 


zd’. (m) geniigt, eine Rechts- 


Ay, Uyg Ung = — bos Dur, 
yy Uy Une = — bis Due» 
Ayy Uyo Ung = boo Bisse 

— Gy, Uys Uns : =t.. Bisvs 
0, Ure Uy = — bis dy», 
Qyy Uys Ung = — bis d,, ¥> 
Oy» Urs Uys = Boe dur, 
Oyy Ug Mus == Dog Gyr. 


(uv = 01, 02, 03, 


23, 31, 12) 


um einen zum Modul 








di 
F 


sc 
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Wird noch k=ed,(m) gesetzt, so daB, weil ad’. (m) und m 
prim zu d ist, e® = 1,(m) wird, so ergibt sich aus der Reziprozitaét der 
Koeffizientensysteme von B’ und 8’ wegen 


, , , 


boo = bog = Dg Boo == bos = bis 0, (m) 
das folgende System von Kongruenzen: 
bos “~~ ebis bos = ebis bis - e Boe bis eae € bos =0, (m), 
bos ré bis bos 5 e bre bis + € bos bis + e bos 0,(m). 
Unter Benutzung dieser und der vorigen Kongruenzen lehrt jetzt eine 
leichte Rechnung die Richtigkeit des folgenden Satzes: 


Die drei Matrizen 


0 i. = 0 || } 0, 0, —@y, 0 
1} i} 
__ || G0 0 0, 0 K.- | 9, 0, 0, —eQ,, 
; 0 0 ., <n a” ae 0, 0 i’ 
Ss ° * €0;3, 0 || 'C: as © o | 
0, 0 0, —Ges | 
- 0, 0, tn, © 7 
. 0, — EQoa, 0, 0 | 
N@o, OO, 0, 0 | 


° . 7 . 1 -1 a] 
sind mit UM, also auch mit S halb vertauschbar, so daB, wenn m-S”~-=S8S 
gesetzt wird, die Kongruenzen 


(II1) SK,S =0,(m) 
bestehen. 


(Dabei heiBt S mit 7 halb vertauschbar, wenn ST=TS,, wo S, 
ganzzahlig ist.) 


Il. Kapitel. 
Die Komposition und die erzeugenden Substitutionen. 


8. Den Begriff der erzeugenden Substitutionen wenden wir jetzt auf 
die Kompositionstheorie an. Es bestehe also zwischen den drei primitiven 
Formen A, B, C, die dieselbe Diskriminante 4 haben, eine Komposition, 
so daB vermége einer bilinearen Substitution 


= y’ 
Z Mn TH Yy, 


y _— 


welche die friiher angegebenen Eigenschaften hat*), die Gleichung 


A((a)) B((y)) = C((z)) 








186 H. Brandt. 


identisch erfiillt ist. Da es haufig zweckmaBig ist, die Formenpaare A, C 
und B,C voneinander.zu unterscheiden, wollen wir A und C durch die 
Komposition links und B und C durch die Komposition rechts verbunden 
nennen. Die linearen Substitutionen || 24) | a 

Oy, || |) Ox 
bestimmte Werte der Variablen x bzw. y, zur Grundform C gehdrige, 


liefern offenbar fiir 


die Formen B bzw. A erzeugende Substitutionen. Um die Eigenschaften 
dieser Erzeugenden zu untersuchen, kniipfen wir an die Formelsysteme 
des durch M bestimmten tetraedralen Systems an, die ich in einer in der 
Mathematischen Zeitschrift erschienenen Arbeit abgeleitet habe’). MM er- 
scheint dort in der Bezeichnung R”, und | — ] ist mit o(2), | at | mit 
} OY, || . Ox, || 

t(y) identisch. Beachtet man noch, daB im Falle der Komposition 
é.=& =e=-+1, &=—1, und daB wir hier die Formen A, B,C in 
der Gestalt 

A=! SYa,z,2 

~ tks 


, 
6 ” 7] 
tk ik 


l . + ’ 
7 . - bin Yi Yy» C= > Cin = 2 
t 


schreiben, wo o, je nachdem es sich um Formen erster oder zweiter Art 
handelt, gleich 1 oder 2 ist, so ergeben die ersten Formeln der ersten 
und fiinften Zeile des dortigen Formelsystems VII, wenn es sich um 


Formen erster Art handelt: 


(IV) (2(§)o(x)—F-b}—= [A((x)) U((E)) — dF") 
{5(n) t(y) — H-a} = —[B((y)) B((m)) —d-H"), 
und wenn es sich um Formen zweiter Art handelt 
(IV’) (2a (f)o(z)—5-b;= [4A((z) U((g)) -—d- =) 
{28(y)t(y) —H-a} = —[4B((y))B((y)) —@-#1 J. 


Hier bezeichnen die geschweiften Klammern die Halbdeterminanten (Pfaff- 
schen Aggregate) der innerhalb stehenden alternierenden Matrizen. 


9. Wir behaupten zunichst: Die zweirethigen Minoren der Linear- 


| dz | Oz; || 
|: l, 


|| O¥x | | O%,, || 
der Formen primen gemeinsamen Teiler, wenn die Variablen x, bzw. y, 


formsysteme enthalten keinen ungeraden zur Diskriminante 








zueinander prim gewdhlt werden. 

Das kann auch so ausgesprochen werden: Wahit man in der die Kom- 
postition AB=C _ vermittelnden bilinearen Substitution M einmal die 
Variablen von A zueinander prim und so, dab A=m prim zu 2d, dann 
die Variablen von B zueinander prim und so, daB B=m' prim zu 2d, 


*) Bilineare Transformation quaternarer quadratischer Formen. Math. Zeitschr. 20 
(1924), S. 223. 
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so haben die zur Grundform C gehérigen, die Formen B bzw. A erzeu- 
; rat leat ilos i] 3s. wo , 
genden Substitutionen lyn > | == | die Elementarteiler 1,1, m,m bzw. 
1] k | CX || 


, , 
llm,™m. 
. es . es . . - 1) O2; 
Es geniigt, den Beweis fiir ein Linearformsystem, etwa fiir | oma | zu 
’ . Yk 


fihren. Angenommen fiir ein bestimmtes Wertsystem der Variablen 
x, = 2;, wobei die 2; zueinander prim sind, wiirden die zweireihigen Mi- 


| dz; _ . ‘ ’ { ‘ 
noren von || : simtlich durch die ungerade Primzahl / teilbar. Da die 
1 OY% |i , 


Determinantenteiler einer Matrix durch unimodulare Transformation nicht 
geiindert werden, so wiirde das auch der Fall sein, wenn wir die Form B 
so transformieren, daB die seitlichen Koeffizienten durch | teilbar werden, 
was bekanntlich stets méglich ist. Unter dieser Annahme, wobei es sich 
zunichst um Formen erster Art handeln soll, betrachten wir die erste 
Gleichung IV 


fn(£) 6 (x) — Z-b} =[A((x)) U((é)) — d-E"]. 


Hier bedeutet a(£) eine Matrix aus Linearformcn, die in einer gewissen 
uns hier nicht interessierenden Weise durch M = R” eindeutig bestimmt 
ist, jedenfalls aber ganzzahlige Koeffizienten hat. 

Wahlen wir z,= 2} und é, beliebig, nur so, daB F=— Sa; §&; nicht 

t 

durch 1 teilbar ist, so wird die linke Seite, die Halbdeterminante 
{x(&)o(a)— 2-b} durch J teilbar. Denn die zweireihigen Minoren von 
a(&)@(x) sind simtlich durch / teilbar; also gilt, weil in der Matrix b 
nur die Elemente der Hauptdiagonale zu / prim sind, dasselbe fiir alle 
die Minoren von a(&)6(2) — 2-b, welche kein Element der Hauptdiago- 
nale enthalten; die Halbdeterminante dieser alternierenden Matrix ist aber 
als halbe Summe von drei solchen Minoren darstellbar, woraus die Be- 
hauptung folgt. Betrachten wir jetzt die rechte Seite, so ist wegen 
o(2) [A((zx))]*, A((x’))=0, (1); also folgt, da = prim zu 1, die Kon- 
gruenz d=0, (1). 


Damit ist der Beweis fiir Formen erster Art gefiihrt. Fiir die Formen 
zweiter Art gilt aber ganz Entsprechendes. 


10. In bezug auf den zugehérigen Kongruenzwert verhalten sich die 
. Oz; | | OZ; || ¢.. . r — 
aus den Matrizen | ay l, IF ~ || fiir spezielle Werte der Variablen ent- 
1Oy% 1? || Oa, 
stehenden erzeugenden Substitutionen aber vollstindig verschieden. Es 


gilt namlich der folgende bemerkenswerte Satz: 
Die Matrix Fa liefert, wenn A((x)) prim zu 2d stets Erzeugende 
C kl 


von positivem Charakter, und die Matrix | — | wenn B((x)) prim zu 2d 
k }| 


stets Erzeugende von negativem Charakter. 
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Zum Beweise wahlen wir die Variablen z, = 2x; der Form A, die wir 
zunachst wieder von erster Art annehmen, zueinander prim und so, da 
A((x’)) =m prim zu 2d wird. Nach dem vorigen sind dann die Ele- 
mentarteiler von | aon |= S 1,1,m,m. Wird also die Diagonalmatrix 

| Oye | 
mit diesen Elementen durch M bezeichnet, so kann man setzen S= U~* MU’, 
wo U,U’ unimodulare Substitutionen sind. Fiir die Untersuchung des zu 
einer Erzeugenden gehérigen Kongruenzwertes ist es aber wegen der Defi- 
nition dieses Begriffes gestattet, Grundform und erzeugte Form beliebig 
unimodular zu transformieren, wobei natiirlich die Substitution auch ent- 
sprechend transformiert werden mu8. Wir diirfen also C durch U in C”’ 





| az | 


5 


OYE 


und B durch U’ in B’ transformieren, so daB die an Stelle von 
' TT ay ' 

| O2% | ° - 

; — || = M annimmt. Wendet 
| OYk 1] Oye || 

man jetzt die erste Formel IV aus §8 an, nimmt die z, = 2; und die é, 

beliebig, nur so, daB 5 = S2j é; zu 2d prim wird, so sind, da @(z’) = M, 

i 


, i 
tretende Matrix | 02% || die einfache Gestalt 


in der Matrix 2(&)0(2x’) jedenfalls die simtlichen Elemente der beiden 
letzten Spalten durch m teilbar, weshalb die Halbdeterminante der alter- 


a 


nierenden Matrix 2(&)o(2’)— 5-b' nach dem Moduli m den Wert 
{x(é)@(x’) — E-b’}=(— bie bis + bos big) =", (m) hat. Die rechte Seite 
der ersten Gleichung IV ergibt dann, da a Bas? k,(m) der Kon- 
gruenzwert ist, zu dem die Substitution S gehért, die Bedingung 


k=d,(m). 


Dasselbe schlieBt man, wenn die Formen A, B, C von zweiter Art sind, 
unter Benutzung der ersten Formel IV’. 
Dagegen ergibt sich, wenn B((y)) = m' zu 2d prim ist, fiir die Sub- 


. | dz, | ’ —— , "\: 
stitution ! aoe } = S§ und den zugehérigen Kongruenzwert k,(m’) in ganz 
}} Ox | : 
ahnlicher Weise aus der zweiten Gleichung IV oder IV’ die Kongruenz 
k'= —d, (m’). 


11. Wegen der Wichtigkeit der Ergebnisse der beiden letzten Para- 
graphen geben wir dafiir noch einen zweiten Beweis. Wir stiitzen uns 
dabei auf den folgenden, leicht zu beweisenden Hilfssatz: 


Tet A(z) = 5 Fay, eine beliebige K- Form o-ter Art, |a,, |=" 
t 


die Determinanie von oA und m eine beliebige zu 2d prime Zahl, so 
kann man ganzzahlige Substitutionen || «;,|| =A mit der Determinante 


d a -— - er pe s- 
&;,| =<, (m) finden, die die Form E((x)) = xj + xj +2 + xy in eine 


Form transformieren, die der Form A nach dem Modul m kongruent ist. 





~ 


_, te 


a 
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Ist M eine beliebige bilineare Substitution, welche die Komposition 
A((x)) B((y)) = C((z)) vermittelt, so bestimme man nach diesem Hilfs- 
satz drei lineare Substitutionen A,B,I, welche die Form EZ nach dem 
Modul m bzw. in A, B, C transformieren und deren Determinanten kongruent 

nach m sind. Dann erfiillt die bilineare Substitution 
a= 
V=l-M< » (m) *) 
B 1 
offenbar die Kongruenz 
E((z)) E((y)) =E((z)), (m). 


Uber die bilinearen Substitutionen, die diese Kongruenz identisch 
erfiillen, lassen sich nun ganz 4hnliche Betrachtungen anstellen wie iiber 
diejenigen, die die entsprechende Gleichung identisch erfiillen®). Fiir jede 
in m enthaltene Primzahlpotenz lassen sie sich wie jene nach Signatur 
und Art einteilen. Nennt man dann zwei bilineare Substitutionen, die 
fiir jede in m enthaltene Primzahlpotenz von gleicher Signatur und Art 
sind, in bezug auf m von gleicher Signatur und Art, so zeigt man leicht, 
daS diese durch lineare Substitutionen, die Z in sich transformieren und 
deren Determinanten kongruent 1 nach m sind, stets ineinander iiber- 
gefiihrt werden kénnen. (Dazu wiirde sogar die Transformation von zwei 
Variablenreihen, wobei noch eine der acht transformierten Variablen fest- 
gehalten werden kénnte, ausreichen. 

Man erkennt nun leicht, da8 die vorhin konstruierte bilineare Sub- 
stitution V in bezug auf m von positiver Signatur und Art ist?®). An- 
dererseits ist auch die aus der Quaternionenmultiplikation entspringende 
bilineare Substitution 


%q = To Yo — FY. — Te Yq — My Yq, % = MY, +7 Yo 
*2,Y, —%,y, usw., die wir zur Abkiirzung durch V, bezeichnen, in 


bezug auf m von positiver Signatur und Art. Deshalb kénnen A, B,T so 
gewahlt werden, daB V= V,, (m) wird, so daB 


A 
M=:0~*.V,% _,(m). 
B 


12. Diese Kongruenz gestattet nun, die Eigenschaften der bilinearen 
Substitution M auf die von V, zuriickzufiihren, wodurch die Siatze von 
§9 und § 10 leicht von neuem gewonnen werden kénnen. 

In der Tat kénnen die zweireihigen Minoren der Linearformsysteme 
von M fiir zueinander prime Werte der Variablen keinen in m aufgehenden 


*) Wegen dieser Symbolik siehe *). 
”) Uber ein Problem von A. Hurwitz, quaternire quadratische Formen betreffend. 
Math. Annalen 88 (1923), S. 211. 


10) Vgl. hierzu ”) Nr. 6 u. 7. 
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Teiler enthalten, weil das dann auch fiir V, méglich sein miiBte. Man 
sieht aber leicht, daB jeder ungerade in den zweireihigen Determinanten von 


| % — 2%, — Z ~ 2s | | ». —-. ~—h. Ta ! 
| x, % — 2 | | Wy Yo ¥,3 — Ye 
| 2 Ls X x, i | Y. — Us % Y | 
Xs a) x T | | ¥ Yo am, Y, Yo | 


aufgehende Primfaktor ein Teiler der Zahlen xz, bzw. y, selbst sein muB. 


Damit ist von neuem gezeigt, daB die Elementarteiler der Substitu- 


oi | 


° Cz 
tionen | i— 
Oy, || O 2, 








| fiir spezielle Werte der Variablen z, bzw. y, stets 








paarweise gleich sind, wenn A((x)) bzw. B((y)) zu 2d prim ist. 

Um nun den Charakter dieser fiir zueinander prime Werte der Varia- 
blen entstehenden erzeugenden Substitutionen zu bestimmen, betrachten 
wir zuerst die bilineare Substitution V, und bezeichnen durch D,,, und Di, 
die Determinanten von je zwei Spalten der eben hingeschriebenen Matrizen. 
Wird dann 23 + 2? + 23 + 23 = m, y2+ yy + ys + ys =m’ gesetzt, so 
ist stets D,, = D,,(m) und D,,=— Dw», (m’), wenn p, v, p’, v’ 
eine gerade Permutation der Indizes 0,1, 2,3 bedeutet. Daraus ergibt 
sich aber zufolge der Kongruenzen II (§ 6), weil die d,, einer linearen 
Kombination der fiir die verschiedenen Spaltenpaare gebildeten D,,, nach 
dem Modul m kongruent sind, dab k= 1,(m). Ganz entsprechend findet 
man k’ = — 1, (m’). 

Geht man jetzt zu der bilinearen Substitution MW iiber, so multipli- 
zieren sich diese Werte nach dem Modul m zufolge des in § 5 abgeleiteten 


, =e y ; ’ 
Hilfssatzes mit 0°. = d, da E von erster, C von o-ter Art ist und die 


Determinante der an Stelle von 7 tretenden Substitution [ den Wert = 
hat, so daB sich wie friiher fiir die primitiven Erzeugenden S mit der 
+ . . CZ . - 
Norm m, die aus der Matrix iz entstehen, kK=-+d, (m) und fir 
Owe | 

. . °,° - . ° - ° . \| C2; | 
die primitiven Erzeugenden S’ mit der Norm m’, die aus der Matrix | 7, | 

| OX 


entstehen, k = — d,(m’) ergibt. 


Ill. Kapitel. 


Die Bedingungen der Komponierbarkeit. 


13. Wir setzen von nun an voraus, daB bei den Erzeugenden die 
Grundform eine Hauptform H mit dem ersten Koeffizienten 1 sei und 
schicken einige Bemerkungen iiber die Komposition HH = H voraus. 
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Wir schreiben, um die Faille der Hauptformen erster und zweiter Art 


to 1 
zusammenzufassen, H((x))= — Sh,, 2,2, (0 =1 oder 2,—h,, =1) und 
o ik 5 ¢ 


ik 
der |h;,|=|,,|—d°, wobei die ganze Zahl d positiv oder negativ ge- 
dacht ist, je nachdem H eine positiv-definite oder eine indefinite Form 
bezeichnet. 


° : ‘ - 1 ae 
bezeichnen die Reziproke durch $((x))—=— \'b,,2,2,. Ferner sei wie- 


Da aus einer bilinearen Substitution W positiver Signatur und Art, 
welche die Identitat HH =H vermittelt, jede andere durch die Formel 


LU 
\U, 


0 


gefunden wird'), wobei U, U, automorphe Substitutionen von H bezeichnen, 
von denen U, die erste Spalte 1,0, 0,0 hat, so gibt es unter den bili- 
nearen Substitutionen eine einzige W,, welche dadurch ausgezeichnet ist, 
da8 sie fir x,—1, z,=—2x,—2,=0 und ebenso fiir y,=1, y¥, = y, = y, = 0 
in die identische lineare Substitution iibergeht. (Man kann nimlich U so 
wahlen, da® die erste und dann U,, ohne hieran etwas zu andern, auch 
so, daB die zweite Bedingung erfiillt ist.) 

Diese bilineare Substitution W, kann folgendermafSen erhalten werden. 
Ist V, die bilineare Substitution der Quaternionenmultiplikation (vgl. § 11) 


: : ee a ; ; ; , d 
und bezeichnet H eine beliebige Substitution mit der Determinante — und 
53 


der ersten Spalte 1,0,0,0, welche die Form £Z in H transformiert, so 
hat die bilineare Substitution 


die Eigenschaften von W. 


», ist also wegen der Eindeutigkeit mit W, iden- 
tisch. Nach einer kurzen Rechnung findet man aber fiir diese bilineare 
Substitution die Formeln 
1 s” J , 3 ’ 

z= Ly Yo ~ = ~ Vix v; Yx a a oi 8), 
Vv ik i 
/ 
: 1 ; eee oa 

t+ Shales yet rye) +22" bese, 

‘ 


t 
wobei zur Abkiirzung x, y, — 2, Y¥,=8,, 2 Y¥, — 7, Ys=8s, {Yq — TY, = 85 
gesetzt ist. 
Diese bilineare Substitution ist ganzzahlig; das ist fiir o = 1 selbst- 
verstindlich, fiir o-—2 folgt es aus einer friiher angegebenen anderen 
Schreibweise dieser Formeln®*). 
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Ubt man auf die Form H eine Substitution 0, mit der ersten Spalte 
1,0,0,0 aus und geht dadurch H in H iiber, so entsteht die transfor- 
mierte bilineare Substitution 


einfach dadurch aus W,, daB die h,, durch hur und die h,, durch by 
ersetzt werden. Wird naimlich H = HU, gesetzt, so muS wegen der Her- 
leitung von W, : 

sai ‘ phe 


O\.« 


sein, woraus die Behauptung folgt. 

14. Es sei jetzt S eine Erzeugende zur Grundform H von positivem 
Charakter mit der Norm m und A die erzeugte Form. Dann werde die 
Substitution U, von § 13 unimodular und so gewahlt, daB die seit- 
lichen Koeffizienten von H durch m teilbar werden. Dadurch geht S 
in § = U,' Ss iiber, und die bilineare Substitution W, nimmt, als Kon- 
gruenz fiir den Modul m geschrieben, die folgende einfache Gestalt an 


2 Ty Yo — h, TY; h, TY, - h, Zs Ys, 


a TY, TX%Yo tT b, (% Ys — Ts Yq), 


29 = Tv Ye 7 Tr. Yo T he Ts y, z, Ys ’ 
23 Ty Ys “7 Xs Yo T bs (2, Yo Xe Y; ? 
1; = l= = 
wo —h,,=h, und —b,, =}, gesetzt ist. 


Nach §7 ist dann 


A ~ ~ 
S-1 wy 1 we 
S~°-W, ,alsoauchS”-Wy _s, 
=% 
“0 


S 
d.h. S~’-W ganzzahlig. 


0 

Demnach gilt der Satz: Ubt man in der bilinearen Substitution W, 
auf die x, und z, gleichzeitig dieselbe zur Grundform H gehdrende eine 
Form A erzeugende Substitution S von positivem Charakter aus, so er- 


S 
halt man eine ganzzahlige bilineare Substitution S~*- W, = M,, die 
die Komposition AH = A vermittelt. 


Ebenso zeigt man: Ubt man in der bilinearen Substitution W, auf 
die y, und z, gleichzeitig dieselbe zur Grundform H gehérende eine Form B 
erzeugende Substitution S’ von negativem Charakter aus, so erhalt man 
eine ganzzahlige bilineare Substitution S’~*- W, 
position HB = B vermittelt. 


M_., die die Kom- 


a" 0 


i. fa we de 


on 
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15. Bestehen umgekehrt die Kompositionen AH= A, HB=B, so 
daB nach einer friiheren Terminologie H eine der Form A rechts, der 
Form B links zugehérige Hauptform ist, so liefern die bilinearen Substi- 
tutionen fiir die dann auch*) bestehenden Kompositionen AA=H, BB=H 
(wo A, A ebenso B, B uneigentlich aquivalent sind), wie im zweiten Ka- 
pitel gezeigt wurde, zur Grundform H gehdérige die Formen A und B er- 
zeugende Substitutionen von positivem bzw. negativem Charakter, deren 
Normen iiberdies zu beliebig vorgegebenen Zahlen prim angenommen wer- 
den diirfen, da sie durch die primitiven Formen A, B dargestellt werden. 


Demnach ist die rechtsseitige Zugehdrigkeit einer Hauptjorm H zu 
einer Form A gleichbedeutend mit der Existenz von zur Grundform H 
gehorigen die Form A erzeugenden Substitutionen von positivem Charakter 
und ebenso die linksseitige Zugehérigkeit einer Hauptjorm H zu einer 
Form B gleichbedeutend mit der Existenz von zur Grundform H gehérigen 
die Form B erzeugenden Substitutionen von negativem Charakter. 

Wir betrachten jetzt irgend zwei Formen A, A,, denen H rechts, und 
irgend zwei Formen B, B,, denen H links zugehérig ist. 


Dann gibt es zur Grundform A gehérige die Form A, erzeugende 
Substitutionen von positivem Charakter, deren Normen zu beliebig vor- 
gegebenen Zahlen prim sind. Wenn namlich §, 8, zwei zur Grundform H 
gehérige, die Formen A, A, erzeugende Substitutionen von positivem 
Charakter und den zueinander primen Normen m, m, sind, so geniigt die 
Substitution SS, die die Norm mm, hat und nach § 4 von positivem 
Charakter ist, den verlangten Bedingungen, da m,m, zu beliebig vor- 
gegebenen Zahlen prim angenommen werden diirfen. 

Ahnlich findet man, daB es zur Grundform B gehdérige, die Form B, 
erzeugende Substitutionen von negativem Charakter gibt, deren Normen 
zu beliebig vorgegebenen Zahlen prim angenommen werden diirfen. 

Ebenso zeigt man leicht: Wenn aus einer Form A durch eine Sub- 
stitution von positivem Charakter eine Form A, erzeugt werden kann, so 
haben A und A, dieselbe rechts zugehérige Hauptklasse, und wenn aus einer 
Form B durch eine Substitution von negativem Charakter eine Form B, ‘er- 
zeugt werden kann, so haben B, B, dieselbe links zugehorige Hauptklasse**). 


16. Die vorstehenden Betrachtungen legen es nahe, dem Begriff der 
Zugehérigkeit die folgende neue und allgemeinere Fassung zu geben. Zwei 
Formen (und auch thre Klassen) heiBen rechts oder links zugehérig, wenn 
aus der einen Form die andere durch eine Substitution von positivem 
bzw. negativem Charakter erzeugt werden kann. 


11) Dieser Satz liefert bei wenig geinderter Formulierung einen neuen Beweis 
fiir die Eindeutigkeit der zugehérigen Hauptklassen. 
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Ist eine der Formen eine Hauptform, so ist diese der andern auch in 
dem friiheren Sinne zugehérig, und ist eine Form zwei andern rechts oder 
links zugehérig, so sind diese beiden einander ebenfalls rechts bzw. links 
zugehérig, womit die Berechtigung dieser Definition nachgewiesen ist. 

Einander rechts oder links zugehérige Formen umfassen eine endliche 
Anzahl von Klassen, unter denen sich stets eine, aber auch nur eine Haupt- 
klasse befindet. Dieselbe Hauptklasse kommt immer genau in zwei der- 
artigen Komplexen von Klassen vor, der eine Komplex enthalt die der 
Hauptklasse rechts, der andere die der Hauptklasse links zugehérigen 
Klassen. Diese beiden Komplexe wollen wir einander konjugiert nennen. 
Konjugierte Komplexe enthalten gleichviel Klassen, die paarweise entgegen- 
gesetzt sind. Ist nimlich die Klasse A der Hauptklasse H rechts zugehérig, 
so ist die entgegengesetzte Klasse A der Hauptklasse H links zugehérig 
und umgekehrt. Eine ambige, d.h. sich selbst uneigentlich Adquivalente 
Klasse kommt also in beiden Komplexen vor. 

Liegt eine Komposition AB=C vor, so sind nach § 10 die links- 
seitig verbundenen Klassen A und C einander links und die rechtsseitig 
verbundenen Klassen B und C einander rechts zugehérig. (Gleich wird 
sich zeigen, daB zwei rechts oder links zugehérige Klassen auch stets durch 
eine Komposition rechts bzw. links verbunden werden kénnen.) Die links 
verbundenen Klassen A und C haben also dieselbe links und die rechts 
verbundenen Klassen B und C dieselbe rechts zugehérige Hauptklasse. 

Da aus der Komposition AB = C diese andere BC =A folgt, wo 
der Querstrich eine entgegengesetzte Form bezeichnet, so haben B und A 
dieselbe links zugehérige Hauptklasse, so da8 die rechts zugehérige Haupt- 
klasse von A mit der links zugehérigen von B iibereinstimmt. Es gilt 
also der Satz: 

Damit zwei Formen komponiert werden kénnen, ist notwendig, da 
die der ersten rechts zugehdrige Hauptklasse mit der der zweiten links 
zugehérigen identisch ist. 

17. Es sei jetzt umgekehrt fiir eine Grundform H eine rechts zu- 
gehérige Form A und eine links zugehérige Form B gegeben. Wir werden 
zeigen, daB dann A und B komponiert werden kénnen. 

Ist S eine die Form A erzeugende Substitution von positivem Cha- 
rakter mit der Norm m und S’ eine die Form B erzeugende Substitution 
von negativem Charakter mit der zu m primen Norm m’, so bestimmen 
wir eine Substitution S” durch die Bedingungen 


s"=0,(8), 8” =0,(8), 
|S" |= ||| S"| 
und nennen sie eine aus S und 8S’ komponierte Erzeugende. 





rr a 
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Das kann in der folgenden Weise geschehen. Wird wie in § 4 
S~<UM, S'~U' M’ gesetzt und eine unimodulare Substitution U" ge- 
ma8 den Kongruenzen U" =U, (m),U” U' .(m’) bestimmt, so geniigt 
jede Substitution S” —U" M’, wo M’=MM’, den verlangten Bedin- 
gungen und ist offenbar eine Erzeugende mit der Norm m” = mm’. Ist 
umgekehrt S” eine Substitution, die den verlangten Bedingungen ge- 
niigt, so ist S” =0, (UM) und S” =0, (U’M’), d.h.U~*S” =0,(M), 
U’-*S” =0, (M’); demnach ist U”"'S” sowohl durch M wie durch M’ 


, , ” , . ~ 
also auch, da m prim zu m, durch M teilbar. Die Kongruenz 
i | ” 


u” * 8S” =0,(M”") besagt aber, da |S”|—=|M’"!, wieder 8” ~ U”" M”. 

Die sdmtlichen aus S und S' komponierten Erzeugenden S” gehdren 
also einer eindeutig bestimmten Rechtsklasse an, deren zugehériger Kongruenz- 
wert k’,(m”) offenbar den Bedingungen k” =k,(m), k” =k’, (m’) geniigt. 

Weiter gilt der Satz: 

Sind S, 8S’ zwei die Formen A, B erzeugende Substitutionen von post- 
tivem bzw. negativem Charakter mit zueinander primen Normen, ist 
S” eine aus S, 8S’ komponierte, die Form C erzeugende Substitution, so 
ist die bilineare Substitution 

/8 


| 4 


8” Wy. = 
S 


ganzzahlig und vermittelt die Komposition AB =C. 


Nach Definition von S” gibt es ganzzahlige Substitutionen Ba. Ss. mit 

den Determinanten m?, m’", sodaB S” = SS, = §'S,. Folglich ist 

A, 
M=S".M, =S, -My , 
Si, 

wo M,, M), die in § 14 angegebene Bedeutung haben. Enthielten nun die 

Koeffizienten von M den Generalnenner N, so zeigen diese beiden Dar- 

stellungen von Wf, daB N sowohl in m wie in m’ aufgehen miibte. Da 

nun m zu m’ prim, folgt der erste Teil der Behauptung. 

M hat aber auch die fiir eine Komposition erforderlichen charakte- 
ristischen Eigenschaften*). Denn da |S , |S’, |S" | positiv sind, ist die 
Signatur und Art von M dieselbe wie von W,, also positiv. AuSerdem 
haben die Determinanten 2a | ° io 

18 yx | | O 2 | 
Teiler, da A, B primitiv sind. M vermittelt also eine Komposition. 

Nach diesem Satz wird durch die Komposition der Erzeugenden die 
Bestimmung der bilinearen Substituttonen, welche die Komposition der 
Formen vermitteln, vollig tiberfliissig. Ferner ergibt sich in Erganzung 
zu dem Satz im vorigen Paragraphen: 





2 . . 
= B keinen gemeinsamen 


13* 
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Damit zwei Formen komponiert werden kénnen, ist hinreichend, daf 
die der ersten rechis zugehérige Hawptklasse mit der der zweiten links 
zugehorigen identisch ist. 

Daraus folgt als Korollar: Sind zwei Formen einander rechts oder 
links zugehérig, so kénnen sie stets durch eine Komposition rechts oder 
links verbunden werden. 

Denn wenn B und C einander rechts zugehérig sind, haben sie die- 
selbe rechts zugehérige Hauptklasse H, die dann einer zu C entgegen- 
gesetzten Form C links zugehérig ist. Folglich kénnen B und © zu einer 
Form A komponiert werden, so daS BC =A, woraus aber, wenn A zu A 
entgegengesetzt ist, AB = C folgt; somit sind B und C rechts verbunden. 
Ahnlich ergibt sich der zweite Teil der Behauptung. 

18. Wir zeigen zum SchluB an einigen Beispielen, wie einfach sich 
die Bestimmung der komponierten Formen mit Hilfe der erzeugenden 
Substitutionen gestaltet. Dabei schlieBen wir uns eng an die vorhin an- 
gewandten Bezeichnungen an, so da ein begleitender Text iiberfliissig ist 
Wir verwenden noch folgende Abkiirzungen: 

S—A d.h. S erzeugt die Form A, 

A~A, 4h. die Form A ist dquivalent A,, 

S—-~A d.h. S erzeugt eine der Form A iquivalente Form. 
Die erzeugenden Substitutionen S nehmen wir immer so an, daf die Ele- 
mente der beiden letzten Spalten simtlich durch die Norm m teilbar 
werden, d.h. in der reduzierten Form S=UM. Somit kann der Kon- 
gruenzwert, zu dem die Substitution gehért, unmittelbar an der erzeugten 
Form abgelesen werden. 


1. Beispiel **). 






































S. Gv, 3 
Grundform H=j1, 1,5,5!,d@=19, o=2, 
0, 0,1 
=> | 
| 1, 0, 0, 0 4, 0, -19 0, 2 1 
S= 1 0, 1, 0, 0 — 4, 2, 5, 2 |~)] 2, 2, 3, 3 [=A, 
] -2, -1, 0, D | 5) -9, 1 0, -2, 1 
m=5, k=0-(— 9) —1-(— 19)=+d, (5), 


*) Wegen der Bezeichnungen der Formen vgl. *). 
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1, 3, 0 | 
0, 0, 0 | 0,-1, 9 o 2 1 
1,0, 0 I] 2 2 3 15 |*)} 2, 2, 3, 8 = B, 
se 3S | % i, 32 0, 4, -1 
m’ =3, k’=—1—18= —d,(3), 
1, 15, 0 | 
0, 0, 0 | -15, -10, -24 ‘4,68 
1, 0, 0 I~] 3 28 15, 75|~| 1, 2, 8, 6 J=C, 
9, 0, 15 | 15, 91, 11 ie 
m” = 15, k” =— 910 + 264= — 1, (15) 
2. Beispiel. 
.-@ 
Grundform H=j}j 1, 4, 15, 59], d=59, o=1. 
= a 
2. & - = Oe 
| 0, -1, 0, 0 0 0, 2 
et | 0, 2 5 0 |~~15 7 9 12)/—4, 
i. 6 ee 0, 0, 4 
m=5, k=4=+d, (5), 
| . & ee FF 8 
2 2 oy 0, 0, 2 
S=1 0, -1, 0, 0 | ~ 3, 5, 12, 20)= 8, 
| -1, Q, > 3 | 0, , 2 
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( Eingegangen am 29. 8. 1924.) 








Neue Begriindung der algebraischen Zahlentheorie. 
Von 
Heinz Priifer in Jena. 


Einleitung. 


Fiir die im allgemeinen nicht mégliche Zerlegung der ganzen Zahlen 
eines algebraischen Zahlenkérpers in Primzahlen einen Ersatz zu schaffen, 
ist die fundamentale Aufgabe der algebraischen Zahlentheorie. Sie wird 
regelmaSig dadurch gelést, daB durcn Hinzunahme ,,idealer“ GréBen ein 
Bereich geschaffen wird, in dem es eine Darstellung der GréBen gibt, 
welche ahnliche einfache Eigenschaften hat wie die Primzahlzeriegung bei 
den rationalen Zahlen. Die verschiedenen Theorien unterscheiden sich 
durch die Art der eingefiihrten idealen GréBen. Bei Kummer sind sie 
Zeichen ohne besondere Bedeutung, die nur das Vorhandensein einer ge- 
wissen Eigenschaft anzeigen. Bei Dedekind sind sie Mengen von Zahlen. 
Kronecker adjungiert Unbestimmte. In der Henselschen Theorie erscheinen 
die idealen GréBen als Grenzwerte unendlicher Summen. 

In der vorliegenden Arbeit fiihre ich ideale GréBen auf eine neue 
Art ein. Das Prinzip ist dasselbe, welches ich in der allgemeinen Theorie 
der abstrakten Abelschen Gruppen zu einem dhnlichen Zwecke angewandt 
habe: Jedes unendliche Kongruenzensystem 


E=a(modx), =f(modd), =y(mody), 


wird als durch eine ideale GréBe lésbar angesehen, wenn jedes endliche 
Teilsystem durch eine reale GréBe lésbar ist. Indem man mit den idealen 
Zahlen ebenso rechnet, wie man mit den Lésungen von Kongruenzensystemen 
zu rechnen gewohnt ist, erhailt man einen Ring idealer Zahlen, der eine 
Erweiterung des Bereiches der realen Zahlen darstellt. 

Im Ringe der idealen Zahlen gelten nun einfache Zerlegungsgesetze. 
Die idealen Zahlen, die nicht durch unendlich viele, sich nicht nur um 
Einheitsfaktoren unterscheidende, Zahlen teilbar sind — zu diesen gehéren 
alle realen Zahlen auBer der Null —, gestatten eine eindeutig bestimmte 
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multiplikative Zerlegung in Primzahlen (Theorem I). Aus dieser Zer- 
legung ergeben sich die Fundamentalsitze der klassischen Theorien von 
Kummer, Dedekind und Kronecker. AuBerdem besteht aber noch fiir alle 
idealen Zahlen eine additive Zerlegung (Theorem II). Die Komponenten 
dieser Zerlegung sind geradezu identisch mit den von Herrn Hensel ein- 
gefiihrten unendlichen Summen. Daher lassen sich sowohl die Ergebnisse 
der Dedekindschen, als auch die der Henselschen Theorie ohne weiteres 
der hier dargestellten Theorie anfiigen. Ich hoffe, auf diese Weise zwischen 
beiden Theorien eine Briicke zu schlagen. 

Die ganze hier entwickelte Theorie ]é8t sich sofort auf algebraische 
Funktionen einer Variablen iibertragen. Ist der Koeffizientenkérper der 
Kérper aller komplexen Zahlen, so ergibt sich die analytische Theorie der 
algebraischen Funktionen durch eine einzige Abschitzung. Dasselbe gilt, 
wenn man als Koeffizientenkérper den Kérper aller algebraischen Zahlen 
nimmt. Dagegen laBt sich die Theorie nicht auf algebraische Funktionen 
mehrerer Verinderlicher iibertragen, weil dort Satz B in § 2, auf dem die 
ganze Theorie beruht, nicht mehr gilt. 

Weiter wird durch die hier angewandte Methode die Theorie der 
Relativkérper iiberfliissig. Da namlich in dieser ganzen Arbeit nur solche 
Eigenschaften der rationalen Zahlen benutzt werden, welche auch fiir die 
Zahlen jedes algebraischea Zahlenkérpers gelten, bleibt die ganze Theorie 
ohne Anderung bestehen, wenn man einen algebraischen Zahlenkérper 
nicht in seiner Beziehung zum Koérper der rationalen Zahlen, sondern in 
seiner Beziehung zu irgendeinem seiner Unterkérper untersucht. 

Insbesondere wird in dieser Arbeit die Primzahlzerlegung der ratio- 
nalen Zahlen nicht gebraucht. Es ist eine andere Eigenschaft der rationalen 
Zahlen, aus der in Verbindung mit einigen Endlichkeitssitzen sich alles 
schlieBen 1aBt. Diese Eigenschaft ist weder eine Folge der Zerlegbarkeit 
in Primzahlen, noch ist das Umgekehrte der Fall. Sie ist bereits von 
Dedekind als Grundeigenschaft jedes algebraischen Zahlenkérpers erkannt 
worden: Zu m Zahlen «,,«@,,...,,, eines algebraischen Zahlenkérpers 
kann man stets m weitere Zahlen £,, f,,...,6,, desselben K6rpers so 
bestimmen, da alle Produkte «,8; ganz werden und 


«8B, +«,8,+.-.+¢,, 8, = 1 


ist. Man kann diesen Satz noch in verschiedenen andern Formen aus- 
sprechen. Satz B in § 2, den ich hier zugrunde lege, und ebenso Satz 3 
in §3 ist dem Dedekindschen Satze gleichwertig. (Der heute meist zur 
Grundlage genommene Gauf-Kronecker-Dedekind-Hurwitzsche Satz, daB die 
Produkte «;f; der Koeffizienten zweier ganzer rationaler Funktionen 
2a,x* und 2,2) simtlich ganz sind, wenn die Koeffizienten des Pro- 
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duktes der Funktionen es sind, ist eine Folge des Dedekindschen Satzes, 
sagt aber weniger aus als dieser. ) 

Auch in der Dedekindschen Theorie spielt die Primzahlzerlegung der 
rationalen Zahlen nicht die bedeutende Rolle, welche man geneigt ist, ihr 
zuzuschreiben. Unvermeidlich ist ihre Benutzung nur an einer Stelle, beim 
Nachweis der Existenz eines Fundamentalsystems der ganzen Zahlen eines 
algebraischen Zahlenkérpers. Da ich die rationalen Primzahlen aus Prinzip 
ignoriere, kann ich hier die Existenz eines Fundamentalsystems nicht be- 
weisen. Dafiir ergibt sich aber, da® fiir meine idealen Zahlen stets ein 
Fundamentalsystem vorhanden ist (Theorem III). Dieses leistet dieselben 
Dienste wie das Fundamentalsystem der realen Zahlen in der Dedekind- 
schen Theorie. Nur habe ich hier auch fiir Relativkérper stets ein Fun- 
damentalsystem, wahrend das Fehlen eines solchen fiir die realen Zahlen 
in der Dedekindschen Theorie Schwierigkeiten hervorruft. 

Es sei noch darauf hingewiesen, daB in §§ 2—3 eine von der gebrauch- 


lichen verschiedene Herleitung des Fundamentalsatzes der Dedekindschen 
Theorie enthalten ist. 


§ 1. 
Ringe. 


Eine Menge © von GréBen irgendwelcher Art soll ein Ring hei®en, 
wenn zwei Rechenoperationen, die Addition und die Multiplikation, in G 
so erklirt sind, daB die folgenden Eigenschaften bestehen: Addition und 
Multiplikation zweier GréBen aus © liefern stets eindeutig bestimmte GréBen 
aus ©. Die Addition ist assoziativ, kommutativ und eindeutig umkehrbar. 
Die Multiplikation ist assoziativ, kommutativ und gegen die Addition 
distributiv. AuBerdem kommt in © eine Gréfe, die Hinsgréfe von S, vor, 
die, mit einer beliebigen GréBe aus S multipliziert, diese nicht Aandert. 

Kommt jede GréBe des Ringes T auch im Ringe S vor, und stimmt 
Addition und Multiplikation in beiden Ringen iiberein, so hei8t © ein 
Oberring von T und FT ein Unterring von SG. In Zeichen: G>T und 
<6. Eine entsprechende Bezeichnung wird bei andern Mengen an- 
gewandt. 

In einem Ring © zeichne man die GréBen eines Unterringes T, der 
die EinsgréBe von © enthalt, dadurch aus, daB man sie ganze Groen, 


die iibrigen GréBen aus © gebrochene Gréfen nennt. Dann hei®t eine 
GréBe m von © durch eine GréBe d von © teilbar — also m ein Viel- 
faches von d und d ein Teiler von m —, wenn die Gleichung dz = m 


durch eine GréBe aus & lésbar ist. GréBen, die gegenseitig durcheinander 
teilbar sind, heiBen assozitert. Die mit der EinsgréBe assoziierten GréBen 
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heiBen Hinhetten. Ein Teiler einer GroéBe a von ©, der nicht mit a 
assoziiert ist, heiBt ein echter Teiler von a. Ein gemeinsamer Teiler d 
von GréBen a,b,... aus © heiBt ein grdfPter gemeinsamer Teiler von 
a, b,..., wenn d ein Vielfaches jedes gemeinsamen Teilers von a, b,... 


ist. Zwei GréBen a und b von © heiBen nach dem Modul r kongruent: 
a=b(modr);, 
wenn a—b durch r teilbar ist. 


Ist & ein beliebiger Unterring eines Ringes ©, so soll eine Menge m 
von GréBen aus © ein T- Modul heiBen, wenn erstens Summe und Diffe- 
renz je zweier GréBen aus m wieder in m enthalten sind, und zweitens 
jedes Produkt einer GréBe aus m mit einer GréBe aus T zu m gehért’). 
Der Modul m hei®t von den GréBen a, b,... erzeugt: 


m = mod (a, y. + )%> 


wenn jede GréBe aus m als homogene Linearform je endlich vieler dera,b,... 
mit Koeffizienten aus fT darstellbar ist. Ist diese Darstellung nur auf eine 
Weise méglich, so soll a, b,... ein £-Fundamentalsystem von m heiBen. 

Sei T ein Ring, dessen simtliche GréBen als ganz gelten. Eine GréBe 
von F heiBt trreduzibel, wenn sie nur die Einheiten von T&T zu echten 
Teilern hat. Eine irreduzible GréBe p von TF heiBt eine Primgrdéfe, wenn 
aus der Teilbarkeit eines Produktes a-b durch p folgt, da® entweder a 
oder 6 durch p teilbar ist. Zwei GréBen a und b von F heiBen relativ 
prim, wenn die Gleichung 


axz+by=1 
in & lésbar ist. Daraus folgt: Es seien a und 6 relativ prim. Ist a-c 
durch } teilbar, so ist c durch b teilbar. Jede Kongruenz 

az =c(mod b) 


hat in & eine Lésung, und diese ist bis auf Vielfache von b eindeutig 
bestimmt. Jedes Kongruenzensystem 


x=c(moda), «2 =d(mod b) 


ist in & lésbar; die Lésung ist bis auf Vielfache von a-b eindeutig be- 
stimmt. Sind die GréBen b,,b,,... zu a relativ prim, so ist es auch 
&-&,.... 

Ist a eine GréBe eines Ringes T und hat die Gleichung az = 0 in 
fT auBer 0 noch weitere Lésungen, so heiBt a ein Nullteiler von T. Jede 


*) In konsequenter Weiterbildung der Dedekindschen Terminologie bezeichnet 
man einen £-Modul aus GréBen von TF auch als ein Ideal von £. Doch soll diese 
Bezeichnung hier nicht gebraucht werden. 
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GréBe, die kein Nullteiler ist, heiBt reguldr. Bildet man formal die Quo- 
tienten der GréBen aus T mit den reguliren GréBen von T, und rechnet 
man mit diesen nach den gewdhnlichen Regeln, so erhalt man einen Ober- 
ring von ZT. Ich bezeichne diesen als den Quotientenring von I. Ent- 
halt T auBer 0 nur regulire GréBen, so heiBt der Quotientenring von TF 
ein Korper. 

Es sei & ein Ring und z keine GréBe von T. Man bilde formal 
die Ausdriicke 
z*, 


1 ! 3 
ay T4,% + 4,7 matt. pr a, 


in denen die a, GréBen aus T sind; man sehe simtliche so erhaltenen GréBen 
als verschieden an und rechne mit ihnen nach den gewodhnlichen Regeln. 
Dann entsteht ein Oberring S von T. Dieser heiBt der durch Adjunktion 
der Unbestimmten x aus T entstehende Ring. Ist I ein Kérper, so ist 
jede GréBe von S auBer 0 als Produkt von irreduziblen Gréfen von © 
darstellbar, und zwar, abgesehen von Einheitsfaktoren, nur auf eine Weise. 

Es sei T ein Ring und # keine GréBe von IT. Man bilde formal die 
Ausdriicke 


o | a2 
a,+4,0+4,0 +...+4,_;1 


in denen die a, GréBen aus T sind und n eine feste Zahl ist, und rechne 
mit den Ausdriicken nach den gewéhnlichen Regeln, aber unter Beriick- 
sichtigung einer festen Gleichung 


F(d) = 0" +¢,0"°"+...+¢,=0. 


Dann entsteht ein Oberring SG von T. Dieser hei®t der durch Adjunktion 
einer Wurzel der Gleichung F(x)=0 aus & entstehende Ring. 

Es sei jetzt { ein KGrper, in dem jede Summe endlich vieler Eins- 
gréBen von 0 verschieden ist, und F(x) irreduzibel. Dann ist auch © 
ein Kérper. Es lassen sich ferner auf eine und nur eine Weise nach- 
einander n verschiedene Wurzeln 0, #, ..., 0” der Gleichung F(x)=0 
zu T so adjungieren, da8 ein Kérper entsteht. Dieser heiBt der Galois- 
sche Koérper der Gleichung F(x) = 0. Ist R(x) eine rationale Funktion von z 
mit Koeffizienten aus T, so heiBen die GréBen R(#”), R (oe), ..., R(O™) 
konjugiert. Werden konjugierte GréBen durch obere Indizes bezeichnet, 
so heibt 


o).@m®...@” — N(@") 


(1) 


die Norm von wm” und 
(1) a) |? 
Ot «enti 
(1) (1) 
Terrien; oo !)!)0lUWeT Oe. 
(nm) (m) 


Ws +++ By 
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. . * . oo (1) ( 
die Diskriminante der GréBen .”,..., wi”. 
sind GréBen von T. Ist w,, w,,.. 
S, so ist 


Norm und Diskriminante 
-,@, ein {-Fundamentalsystem von 


A(w,, @,,.--,@,) +0. 


Mehrere nacheinander ausgefiihrte Adjunktionen von Wurzeln irreduzibler 
Gleichungen zu T koénnen durch eine einzige Adjunktion ersetzt werden. 


_ 
$ 


a. 


Die arithmetischen Grundeigenschaften der algebraischen Zahlen. 


Jeder Kérper, der aus dem Kérper der rationalen Zahlen durch Ad- 
junktion einer Wurzel einer irreduziblen Gleichung entsteht, heiBt ein 
algebraischer Zahlenkérper. Jede GréBe eines algebraischen Zahlenkérpers 
heiBt eine algebraische Zahl. Geniigt die algebraische Zahl w einer Gleichung 


m 1 m—1 |. ae 
@ a,@ et a. 0 


mit ganzen rationalen Koeffizienten, so heiBt wm eine ganze Zahl. 

Die Definition der ganzen algebraischen Zahlen ist fiir rationale Zahlen 
mit der gewéhnlichen Definition der ganzen rationalen Zahlen in Einklang. 
Denn es besteht der Satz: 

Geniigt eine rationale Zahl r einer Gleichung 


r® +-a,r"-1-+-...+4,=0 
mit ganzen rationalen Koeffizienten, so ist r eine ganze rationale Zahl. 
Beweis. Man bestimme eine gemeinsame Lésung x der Kongruenzen 
x =0(mod1), x =0(modr), z=1(modl1—r). 


Dann wird fiir zwei ganze rationale Zahlen y, z 


z—r=yr=2(1—r), 
also 
(y+2)r =2Z. 
Durch Multiplikation der Gleichung, der r geniigen sollte, mit y+ 
ergibt sich 
zr™-1+azr™-2+...+4,_,2+4,(y+2)=0. 
Die Zahl z-r geniigt also einer Gleichung 


(2r)"-* +b (2r)™ °+...+5,_,=0 


mit ganzzahligen Koeffizienten. Nun ist der zu beweisende Satz fir m= 1 
richtig. Der allgemeine Beweis kann daher durch Induktion erfolgen. 


Wird der Satz fiir m— 1 als richtig vorausgesetzt, so ist z-r eine ganze 
Zahl, folglich auch 


z—2z+2r=r. 
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Der Kérper der rationalen Zahlen werde mit fi, der Ring der ganzen 
rationalen Zahlen mit GW bezeichnet. Der ein fiir allemal fest gewahlte 
algebraische Zahlenkérper, der hier untersucht wird, heiBe UM. Die Menge 
der in & enthaltenen ganzen Zahlen nenne ich GU. Der Kérper U ent- 
stehe aus R durch Adjunktion der algebraischen Zahl #. Der Grad der 
in R irreduziblen Gleichung, der # geniigt, sei n. Die Zahl # soll als 
ganz angenommen werden. Die Berechtigung dazu gibt der Satz: 

Jede Zahl von U ist der Quotient einer Zahl von GU mit einer Zahl 
von GR. 


Beweis. Geniigt die Zahl w von & der Gleichung 
a,@* + a,m"-?+...+4,=—0 
mit Koeffizienten aus GR, so ist 
(a,o)” + a,(a,0)"-*+...+ a, *a,=0, 
also a, eine Zahl von GY. 

Damit ist bereits der zweite Teil des Satzes bewiesen: 

Satz A. Die Menge GU ist ein Ring, in dem jede Summe endlich 
vieler HinsgréBen von 0 verschieden ist. Der Korper U ist der Quotienten- 
ring von GU. 

Beweis der ersten Behauptung. Geniigen die ganzen Zablen a 
uhd # aus W den Gleichungen 

a*+aat-14+...+4,=0, p+ b, p77? +...4+8,=0 


mit Koeffizienten aus GR, so setze man y=a-+ f oder y= « — f oder 
y=a-B. Bezeichnet man die m= k-l Produkte 
a®fi (¢=0,1,...,4—1; j=0,1,...,1—1) 


mit w,,@,,..-,@,,, 80 bestehen in jedem Falle m Gleichungen 


m? 


YO, = C1, 9, +, ooo T Crm Om» 


Y Dy = Cy Dy Hee + Opn Den 
mit Koeffizienten aus GR. Da eine der Zahlen o,,..., @,, gleich 1 ist, 
kann man hieraus 
lC,.—-7--- € 
= 0 


Cm coe Coy 7 


schlieBen. Diese Gleichung zeigt, daB y eine ganze Zahl ist. Da weiter 
die Zahl 1 zu GA gehért, ist GA ein Ring. 





eS ew FS 
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Satz B. Fiir jede Zahl w von U ist das Kongruenzensystem 
€=0 (mod 1), &€=0 (modo), €=1(mod1—o) 
in U lésbar. 
Beweis. Die Zahl w geniige der Gleichung 
c,w* + ¢,w*-1+...+¢,=0 
mit Koeffizienten aus @R. Dann sind die Zahlen 
¥, = Cyw* + c,w*? + ...+ 6; (¢=0,1,...,&) 
und ebenso die Zahlen y,w ganz. Denn die Produkte 
2 


k 
y¥;‘1, Ver Dy Yer Da, woey Ye @ 


sind als lineare Verbindungen von 1, w, ..., w*-1 mit Koeffizienten aus 
@R darstellbar. Man bestimme nun k-+-1 rationale Zahlen d,, d,,...,d 
so, daB alle Produkte c,d; ganz werden und daB 


Co4,+¢,4,+...+¢4,=1 


a 


ist. Dann geniigt die Zahl 


k k k-1 

> Sy 2, a=» ) = ° 1 <a = — _ \. ¥ 

x= S(wy,— wy;_,)d, =o 2 (% ¥;,-3)4,=1-—(l-—@ 274, 
1 


den Kongruenzen 
x =0 (mod 1), x =0(modo), x =1(mod1—o). 


DaB die Zahlen d; in der geforderten Weise bestimmt werden kénnen, 
kann man aus der Giiltigkeit des Satzes B im K6rper  schlieBen. Der 
Beweis soll durch Induktion gefiihrt werden. Es seien schon Zahlen r, 
und s, bekannt, fiir die 


C7, + Cg t+ ++ +O, My, a= } 
C,8 +... +6,_,8_, +68 =1 
ist und fiir die alle Produkte 
a? eee we 
Cy Bi, vo0y Cui gO, Op & 


ganz sind. Man bestimme dann eine rationale Zahl x, welche den Kon- 
gruenzen 





| e | ei C 
x= 0(mod1), x = 0|mod —*— }, 2 =1\|mod —+ 
\ C, — ¢;,/ \ C, — ¢;/ 
geniigt. Dann sind die Zahlen 
Cc, / , ¢ 
Z, 1—72z, 2, (l—2z)}", 
C; : ! Cp 
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daher auch alle Zahlen ¢,zr,; und ¢,(1—2)s; ganz. Man hat jetzt nur 


d,=27,, d,=(1—~2z)s,, d,;=2zr,+(1—2z)s, (¢+1,k) 


zu setzen. 
Weiter werden noch zwei Endlichkeitseigenschaften gebraucht: 


Satz C. Ist m,, m,,... eime unendliche Folge von GYU-Moduln, 
die aus ganzen Zahlen von U bestehen*), und ist jeder Modul Untermodul 
des vorhergehenden, so sind die Moduln entweder von einem gewissen an 
alle gleich, oder die Null ist die einzige Zahl, welche in thnen allen 
enthalten ist. 


Satz D. Ist m,, m,,... eine unendliche Folge von GU- Moduln, 
die aus ganzen Zahlen von U bestehen, und ist jeder Modul Obermodul 
des vorhergehenden, so sind die Moduln von einem gewissen an alle gleich. 

Beweis. Ist 

d= A(1, 0,..., 0°"), 


so ist jede Zahl « von Y in der Form 
b atte 


1 
G= GF +45 +--- +4," a 


mit rationalen Koeffizienten darstellbar. Ist « ganz, so miissen die Ko- 
effizienten ganz sein. Man erhalt nimlich nm —1 weitere ganze Zahlen, 
wenn man in den rechts stehenden Ausdruck fiir # die zu # konjugierten 
Zahlen einsetzt. Die Auflésung der so entstehenden n linearen Gleichungen 
liefert aber a,, @,,...,@, als ganze Zahlen. — Durchlauft @ alle Zahlen 
eines Moduls a, die in der Form 
t-1 

@,-— ee 
darstellbar sind, so durchlauft a, alle Zahlen eines Moduls a;. Jedem 
Modul von Zahlen aus GY werden auf diese Weise n Moduln a,, a,, ..., a,, 
von Zahlen aus GR zugeordnet. Dem Modul b mégen so die Moduln 
b,, b,,..-, 6, emtsprechen. Ist 6 ein Obermodul von a, so ist b;>4,. 
Enthalt 6 eine Zahl f, die nicht zu a gehért, so ist mindestens einer 
der Moduln 6, umfassender als der entsprechende Modul a;. Denn 
wahlt man 





2. o. ; gt-2 
B= b,-5+56,-5+..-+; d 


so aus, daB 7 méglichst klein wird, so kann b, nicht zu a; gehéren. — 
Aus der Giiltigkeit des Satzes D im Kérper kann man jetzt sofort auf 


*) Die Dedekindsche Bezeichnung ,Ideal“ vermeide ich in dieser Arbeit ab- 
sichtlich, um allen Verwechslungen mit den in § 4 einzufiihrenden idealen Zahlen 
vorzubeugen. 
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seine Giiltigkeit in & schlieBen. — Ist die ganze Zahl y im GYU-Modul a 
enthalten, so ist auch die durch y teilbare Zahl N(y) in a enthalten. 
Dasselbe gilt von allen Zahlen ° 


N(y)-(a,+a,0+...+a,8""), 


wenn d,,@,,...,@, ganze rationale Zahlen sind. Daraus folgt, daB jeder 
Modul a; die Zahl N(y)-d enthalt. Aus der Giiltigkeit des Satzes C im 
Kérper i kann man jetzt auf seine Giiltigkeit in YM schlieBen. 


§ 3. 
Einige Folgerungen. 

Die Satze A bis D reichen aus, um die allgemeinen arithmetischen 
Eigenschaften der algebraischen Zahlenkérper herzuleiten. Das soll in den 
nichsten Paragraphen geschehen. Es wird also jetzt nicht mehr nétig sein, 
auf die Entstehung der algebraischen Zahlen aus den rationalen Zahlen 
zuriickzugehen. Wenn ich im folgenden kurz von Zahlen und Moduln 
spreche, so sind daher stets Zahlen aus UM und GU-Moduln gemeint. Ich 
beweise zunichst vier Hilfssitze: 

1. Sind x +0 und « ganze Zahlen, so kann man eine zu « relativ 


° ° . I 
prime Zahl w und einen Exponenten k so bestimmen, daB w-a" durch x 
teilbar wird. 


Beweis. Da 
mod(1, x) > mod (a, x) > mod(«*, x) >... > modzx, 
mu$ nach Satz C einmal 
mod («*, x) = mod (@*+1, x) 
werden. Dann besteht eine Kongruenz 
a* = E@*t+1(mod~x). 
Setzt man 1 — a=, so ist w zu @ relativ prim und 


w-a* 0 (mod x). 


2. Geniigt eine Zahl o von U einer Gleichung 
e* + a,0"*"!+...¢¢,= 


mit Koeffizienten aus GU, so ist o eine ganze Zahl. 


Der Beweis wird ebenso wie fir rationale Zahlen mit Hilfe vor 
Satz B gefiihrt. 


3. Jedes endliche Kongruenzensystem 
—&=a(modzx), &= 8 (mod a4), &=y(modu,), 


ist lasbar, wenn jedes Paar dieser Kongruenzen eine gemeinsame Losung hat. 
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Beweis. Im Falle zweier Kongruenzen ist der Satz selbstverstindlich. 
Der Beweis kann also durch Induktion erfolgen. Sei 9 eine Lésung aller 
Kongruenzen mit Ausnahme der ersten, o eine Lésung aller Kongruenzen 
mit Ausnahme der zweiten; sei endlich t die nach der Voraussetzung vor- 
handene Lésung der ersten und zweiten Kongruenz. Dann ist 


@ = o =t(mod~), 
B=e = t(mod 4), 
y=e=0 (mod x), 


Ist o=1, so ist o bereits die gesuchte Lésung aller Kongruenzen. Sonst 
bestimme man nach Satz B eine Lésung des Kongruenzensystems 


: 4 e—t\ P o—o\ 
n = 0 (mod 1), 7=0 (mod a— Js n=1 (mod <a} 
Dann geniigt 


&=1-+7(o—1) 
den Kongruenzen 


€=1(modo—r), €=1(mod 9 —r), &=a(modo— 0), 


also erst recht den gegebenen Kongruenzen. 

Satz B ist als Spezialfall in 3. enthalten. 

4. Jeder aus ganzen Zahlen bestehende Modul*) wird durch zwei 
Zahlen erzeugt. Von diesen kann die eine willkiirlich gewahlt werden; 
nur mu ste von 0 verschieden sein. 

Beweis. Ein durch drei Zahlen u + 0,«, 8 erzeugter Modul kann 
durch « und eine Zahl 6 der Form «+ éf erzeugt werden. Ist namlich 
B bereits in mod(yu,a) enthalten, so setze man d6=—«a. Sonst sei 
a’ =a —f und f’ eine dem Kongruenzensystem 


B’ = 0 (moda), p’ = 0 (mod £), p’=a= 8 (moda’) 
geniigende Zahl. Dann ist 
mod («, #) = mod (a’, ’). 
Da ferner f nicht in mod (x, 8’) enthalten ist, wird 


mod (u, 8) > mod (nu, p’). 


Mit «’, 8’ verfahre man ebenso wie mit a,f. Man erhialt eine Folge 
von Zahlenpaaren «™, 8 und eine Folge immer kleiner werdender Moduln 
mod (u, 8") Nach Satz C muB diese Folge einmal abbrechen. Tritt dies 


®) Dedekindschee Ideal. 
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- a on k . 
fir 8“ ein, so setze man 6=«™, — Durch wiederholte Anwendung des 


bewiesenen Spezialfalles erhilt man den Satz fiir jeden durch endlich viele 
Zahlen erzeugten Modul. Durch endlich viele Zahlen kann aber Satz D 
zufolge jeder aus ganzen Zahlen bestehende Modul erzeugt werden. 

Aus 4. laBt sich leicht der Hauptsatz der Dedekindschen Theorie her- 
leiten. Das mége hier kurz ausgefiihrt werden, obwohl es in der Folge 
nicht gebraucht wird. 

Betrachtet man zwei Zahlen, die einander nach einem ein fiir allemal 
fest gewahlten, von 0 verschiedenen Modul kongruent sind, nicht als ver- 
schieden, so wird nach 4. jeder aus ganzen Zahlen bestehende Modul 
durch eine einzige Zahl erzeugt. Aus dieser Eigenschaft kann man durch 
die aus der Theorie der rationalen Zahlen bekannten Schliisse eine Zer- 
legung der ganzen Zahlen in Primzahlen herleiten. Doch sind wegen des 
Auftretens von Nullteilern gewisse Modifikationen notwendig. Genau wie 
bei den rationalen Zahlen kann man bei den Zahlen x schlieBen, fiir 
welche aus einer Gleichung 54 = 6'4=-x folgt, daB 6 und 6’ assoziiert 
sind. Diese Eigenschaft ist jedenfalls dann erfiillt, wenn fiir ein Viel- 
faches » von x aus »&=0 die Teilbarkeit von & durch » folgt. Denn 
aus 6A =d'i=-x schlieBt man dann (d—d6’)y»=0. Also ist 6—d’ 
durch » und, weil » ein Vielfaches von x und x ein Vielfaches von 6 
und 6’ ist, auch durch 6 und 0’ teilbar. Die Zahlen 6 und 6’ sind daher 
gegenseitig durcheinander teilbar. 

Geht man wieder zur gewéhnlichen Bedeutung der Gleichheit der 
Zahlen in GU iiber, so erhalt man den Satz: Ist nu =—yv*+0, so laBt 
sich jede ganze Zahl x, fiir welche y in mod (ju, x) enthalten ist, in der Form 


“= 2,:m,...2,, (mod pm) 


1 m 
darstellen. Dabei sind die 2, solche Zahlen, fiir welche mod (jy, 2,) auBer 
mod 1 keinen nur aus ganzen Zahlen bestehenden Obermodul besitzt. Die 
Darstellung ist eindeutig, abgesehen davon, daB 2; durch eine Zahl x; er- 
setzt werden kann, fiir die 

mod (u, 2;) = mod (u, 2!) 
ist. 

Sei mod(y, @) ein gegebener Modul und »+ 0. Nach 4. gibt es dann 

eine Zahl x, fiir welche, wenn »* = uw gesetzt wird, 

mod(», 0) = mod(y, x) 
ist. Definiert man allgemein das Produkt zweier Moduln durch 

mod («, «’)-mod(f, 8’) = mod (af, «’B, « B’, «’B’), 
so folgt aus 
«-B-y=x(modu), 


Mathematische Annalen. 94 14 
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daB 


mod (mu, «)-mod(u, 6) = mod(», @)-mod(y, 8) = mod(y, va, »B, « B) 
= mod (s, « f) 


ist. Aus der soeben hergestellten Zerlegung von x ergibt sich daher sofort 
der Fundamentalsatz der Dedekindschen Theorie: Jeder aus ganzen Zahlen 
bestehende Modul (aufer mod0 und mod1) ist auf eine und nur eine 
Art als das Produkt solcher Moduln darstellbar, die auBer mod1 keinen 
nur aus ganzen Zahlen bestehenden Obermodul besitzen. Dabei sind unter 
Moduln stets © W-Moduln zu verstehen. 

Betrachtet man die ganzen Zahlen nicht nach einem von 0 verschie- 
denen Modul, so ist eine Zerlegung in Primzahlen im allgemeinen nicht 
mehr méglich. Man mu8, um die einfachen Teilbarkeitsgesetze nicht zu 
zerstéren, bei dem ,,Grenziibergang‘‘ von den nach einem Modul genom- 
menen Zahlen zu den Zahlen selbst den betrachteten GréBenbereich durch 
Einfiihrung ,,idealer“ Zahlen erweitern. Zum Unterschied von diesen nenne 
ich die bisher untersuchten algebraischen Zahlen auch ,,reale Zahlen. 


§ 4. 
Definition und einfachste Eigenschaften der idealen Zahlen. 


Definition 1. Die ganzen idealen Zahlen von U oder die idealen 
Zahlen von GU bilden eine Menge von GréBen, die umkehrbar eindeutig 
den Kongruenzensystemen 


&=a(modx), =£8(modi), =y(modz), 
zugeordnet sind. Hier sollen x, 4, u,... alle realen Zahlen von GU mit 
Ausnahme der Null und a, 8, y,... solche realen Zahlen von GY sein, 


daB jede endliche Menge von Kongruenzen des Systems durch eine reale 
Zahl € von @U lésbar ist. Zwei Kongruenzen 


é=a(modx), §=«'(mod~x) 
gelten dabei nicht als verschieden, wenn 
a =a’ (mod ~x) 
ist. Die ideale Zahl, welche dem Kongruenzensystem 


é=a(modz), =a(modi), =a(mody), 


zugeordnet ist, soll mit der realen Zah! « von GY identisch sein. 


Da man Kongruenzen nach demselben Modul eindeutig addieren und 
multiplizieren kann, darf ich erklarer: 
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Definition 2. Sind die idealen Zahlen ® und ©’ von GY den 
Kongruenzensystemen 


E=a(modx), §=(modA2), 
und 

E=a'(modx), §='(mod4), 
zugeordnet, so bezeichne ich als Summe und Produkt von @ und @’ die 
idealen Zahlen von GY, welche den Kongruenzensystemen 


=a-+a’(modx), §=f$+ f’(modd), 


wv 


und 
&=a-a’(mod~x), &=£-' (mod 4), 
zugeordnet sind. 

Im Falle, daB @ und @’ reale Zahlen sind, ergibt diese Definition 
Summe und Produkt von @ und w’ im gewodhnlichen Sinne. 

Aus Definition 2 folgt, daB die ganzen idealen Zahlen von & einen 
Ring GW bilden, der ein Oberring von GU ist. Es wird sich zeigen, 
daB GY auBer 0 stets noch weitere Nullteiler enthilt. 

1. Kommt in dem die ideale Zahl @ von GU definierenden Kon- 
gruenzensystem die Kongruenz 

&=a(mod x) 
vor, 80 18st 
@ =a(mod x)gi. 

Beweis. Durchlaufe 4 die Zahlen von G@Y auBer 0. In dem ® —a 

definierenden Kongruenzensystem kommen dann Kongruenzen 


& = 8, (mod x-/) 
vor. Dabei miissen die £, durch x teilbar sein. Dem Kongruenzensystem 
&=,:x(mod4) 
ist daher eine Zahl 7 von GY zugeordnet. Da 
&= £,(mod 4) 
das @ —« definierende Kongruenzensystem ist, wird 
@®=a+Tx. 


Eine Folgerung aus 1. wird oft gebraucht werden: Jede Zahl von 
@ W ist nach jedem Modul, der durch eine von 0 verschiedene reale Zahl 
erzeugt wird, zu einer realen Zahl von GY kongruent. 


Definition 3. Die GréBen des Quotientenringes 1 des Ringes G U der 
ganzen idealen Zahlen von & nenne ich ideale Zahlen von Y. 
DaB jede reale Zahl von & auch eine ideale Zahl von YW ist, mub 


erst bewiesen werden. Denn die Zahlen von 2 entstehen aus den Zahlen 
14* 
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von @& durch Division mit regularen Zahlen von GW. Es ist aber nicht 
selbstverstindlich, da jede regulire Zahl von GY auch noch in GX re- 
gular ist. DaB % ein Oberring von & ist, folgt also erst aus dem Satze: 


2. Hine reale Zahl 0 +0 von GY ist kein Nullteiler von GU. 


Beweis. Es sei o@ =0. Ist x +0 eine Zahl von GY, so kommt 

in dem @ definierenden Kongruenzensystem eine Kongruenz 
&=a(modox), 

folglich auch die Kongruenz 
§ = «(mod x) 

vor. Nach Definition 2 muB 

o « =0(mod ox)gx, 

also 


« =0(modx) 


sein. Da x beliebig gewahlt werden kann, folgt hieraus @ = 0. 

Mit der Unterscheidung ganzer und gebrochener idealer Zahlen von 
YU ist die Teilbarkeit der GréBen von W Aefiniert. Der GréBenbereich YX wird 
nur dann eine fiir die Untersuchung der Teilbarkeitseigenschaften der realen 
Zahlen von & brauchbare Erweiterung von Y% darstellen, wenn diese Eigen- 
schaften der realen Zahlen sich beim Ubergang von & zu & nicht andern. 
Insbesondere darf eine reale Zahl « nur dann in & durch eine zweite 
reale Zahl f teilbar sein, wenn «@ bereits in YU durch £ teilbar ist. Dariiber 
hinaus wird sich ergeben, daB, wenn a, 8,... endlich viele reale Zahlen 
sind, in mod(a, 8, ...)gq nur solche realen Zahlen vorkommen, die schon 
in mod(a, 8,...)gq enthalten sind. Allgemein gilt der Satz: 

3. Hin Gleichungssystem 

! 

Bs 8 = Bi (¢=1,2,...,&) 
in dem die «,; und B, gegebene reale Zahlen aus U sind, ist nur dann 
durch Zahlen aus GUA lésbar, wenn es schon durch Zahlen aus GU 
losbar ist. 


Beweis. Nach Satz A kann man die Gleichungen durch Multiplika- 
tion mit einer ganzen Zahl t+ 0 in Gleichungen mit ganzzahligen Koef- 
fizienten verwandeln. Da man riickwarts durch +t eindeutig dividieren 
kann, geniigt es, von vornherein ganze @,, und #; zu betrachten. Weiter 
kann man sich auf den Fall linear unabhangiger Gleichungen beschranken. 


Dann ist k </ und eine k-reihige Determinante der «;,, etwa 


ij? 
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von 0 verschieden. Ist nun das Gleichungssystem in @ % lésbar, so gibt 
es nach Definition 1 und 2 ganze reale Zahlen 0,, 9,,..., 0,, welche den 


Kongruenzen 
,; 0; = B; (mod 3)g% 


l 
S'a,.0, 
—_ i= 
gus 
o0p Gp 


geniigen. Das, wegen é + 0 eindeutig bestimmte, Lésungssystem ¢, , o,, 


I 


der Gleichungen 
k 
7“ 4 — awd y 
2%; GH Pi— 2% 5Q; 
j=1 j=1 
besteht dann aus ganzen Zahlen. Die realen Zahlen 
On %> Oysar Outer seer 


OQ, T%, Og TGs «ery 


von GW lésen das gegebene Gleichungssystem. 
: Aus 2. und 38. folgt insbesondere: Gehért eine Zahl zu MW und zu 
GA, so gehért sie auch zu GA. 
Fiir eine spitere Anwendung beweise ich noch eine auf Satz B be- 


ruhende Eigenschaft der idealen Zahlen: 
4. Ist @ eine ideale Zahl von U und ist wo? = 0, so ist oO = 0. 
Beweis. Man kann sich auf den Fall ganzzahliger @ beschranken. 


Ist dann x +0 eine reale Zahl von GY und 


@® =a(mod x" \eai, 


so folgt aus®* = 0, dab 
a*=0( mod x? )ga, 
also («:%)° eine ganze Zahl ist. Nach § 3,2. mu® dann auch «:~ eine 
Daher wird 
@ 


ganze Zahl sein. 
0 (mod x )gi. 


Da x beliebig gewahit war, folgt hieraus & = 0. 


§ 5. 
Die multiplikative Zeriegung. 
Ist «+0 eine Zahl von GU und durchléuft w alle zu « relativ 


o, (mod «*) (k=1,2,...) 


> 
E 
Es 


primen Zahlen, so hat das Kongruenzensystem 


- 
- 


& = 0,(moda), 
eine und auch nur eine Lésung, wenn erstens jede endliche Menge von 


Kongruenzen 
& = o,,(mod w) 
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in GU lésbar, und zweitens fiir jeden Exponenten k 
0, ,, =0,(mod «*} 
tat. 

Beweis. Nach § 1 hat jedes endliche Teilsystem des gegebenen 
Kongruenzensystems in @Y& eine Lésung. Weiter laBt sich nach § 3,1. 
zu jeder Zahl x +0 eine Zahl w und ein Exponent & so bestimmen, da8 
«*« durch x teilbar ist. Dann haben die beiden Kongruenzen 


“a — ky 
E=0,.(modmw), &=0,(moda") 


j 


nach §1 eine nach dem Modul x eindeutig bestimmte Lésung tr. Labt 
man x alle von 0 verschiedenen Zahlen von @W durchlaufen, so mu 
eine Lésung des gegebenen Kongruenzensystems allen Kongruenzen 
— =1(mod x 

geniigen, in denen die gegebenen Kongruenzen enthalten sind. Diese Kon- 
gruenzen haben aber zu je endlich vielen in GY eine gemeinsame Lésung. 
Nach Definition 1 wird daher das ganze Kongruenzensystem durch eine 
und nur eine Zahl von GW erfiillt. 

Dieser Hilfssatz dient zum Beweise des Satzes: 

Jeder von ganzen realen Zahlen erzeugte G©U-Modul wird durch eine 
ideale Zahl erzeugt. 

Beweis. Wird ein @%-Modul sowohl von den Zahlen «, f,..., als 
auch von den Zahlen 0, 0,... erzeugt, so stimmen auch die G Uf -Moduln 
iiberein, die von den Zahlen «a, 8,... und o,6,... erzeugt werden. Jeder 
von ganzen realen Zahlen erzeugte @WU-Modul wird daher nach § 3, 4. 
durch zwei reale Zahlen a, 8 erzeugt. Diese kénnen noch so gewahlt 
werden, daB 

mod («*, 8) = mod(a, £ 
ist, daB also eine Gleichung 


2 


v¥r 


a=fa*-+n7B 
besteht. Man bestimme nun ideale Zahlen ¢, 4,¥, welche, wenn & alle 
natiirlichen Zahlen, » alle zu « relativ primen Zahlen durchlauft, den 


Kongruenzensystemen 


¢=0(modo), €=1(moda*“), 

— __ - 3 3 ek—-1 k—1\ 

#=1(modo), m=n(1+ée+é « +...-4 gf) ' 
(mod «*), 

«y= f(modaw), ¥=1(moda*) 


geniigen, und setze 


a 
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Dann wird 

pdé=—a, Fd=—8. 
Daraus folgt 

mod 6 = mod («, f). 


Man nenne eine Zahl von ¥f endlich, wenn sie ein Vielfaches einer 
(gebrochenen) realen Zahl und ein Teiler einer von 0 verschiedenen (ganzen) 
realen Zahl ist. Alle realen Zahlen auBer 0 sind endlich. Nach § 4, 2. ist 
jede endliche Zahl regular. Im Bereiche der endlichen Zahlen kann man 
unbeschrankt multiplizieren, dividieren und gréBte gemeinsame Teiler 
endlich vieler Zahlen bilden. Letzteres, weil der Satz gilt: 

Theorem I. Jede endliche Zahl von & kann als Quotient zweier 
relativ primer ganzer endlicher Zahlen, jede ganze endliche Zahl von U als 
Produkt irreduzibler Zahlen von GY dargestellt werden. Beide Dar- 
stellungen sind, bis auf Einheitsfaktoren, eindeutig. Zwei endliche Zahlen 


& und B von U besitzen stets einen grépten gemeinsamen Teiler 5. Dieser 
tst in der Form 


6=ia+ 98 
mit ganzzahligen =, 4 darstellbar. 

Beweis. Sei @ eine ganze endliche Zahl und 9 + 0 ein reales Viel- 
faches von @. Nach § 4,1. besteht eine Kongruenz 


& = x(mod 9) 
mit realem x. Daraus folgt 
mod & = mod (x, 0). 
Ist entsprechend 
mod £ = mod(/,0¢), 
so braucht man nur 6 so zu bestimmen, daB 


mod 6 = mod (x, 4, 9, ¢) 


wird. Damit ist der letzte Teil des Theorems fiir ganze Zahlen bewiesen. 
Zugleich ist gezeigt, daB jeder durch eine ganze endliche Zahl erzeugte 
Modul auch von realen Zahlen erzeugt wird. Man schlieBt daher aus 
Satz C und D, da8 man in GY keine unendliche Folge von Teilern einer 
endlichen Zahl bilden kann, in der jede Zahl ein echter Teiler der folgen- 
den ist, und auch keine solche Folge, in der jede Zahl ein echter Teiler 
der vorhergehenden Zahl ist. Nimmt man hinzu, daB jede endliche Zahl 
regulir ist, so hat man alle Eigenschaften beisammen, um weiter wie in 
der Theorie der rationalen Zahlen schlieBen zu kénnen. 

Da8 die irreduziblen Zahlen Primzahlen sind, ergibt sich sofort aus 
dem Satze: 
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Hine Zahl von GU, die durch die endliche irreduzible Zahl x von 
GU nicht teilbar ist, ist zu x relativ prim. 
Beweis. Es sei & eine Zahl von GY und ~ eine reale Zahl, fiir die 


& =x (mod z) 


wird. Ist eine der beiden Zahlen @ und x durch z teilbar oder zu z 
relativ prim, so ist es auch die andere. Fiir die endliche Zahl x bestehen 
aber nach Theorem I nur diese beiden Méglichkeiten. 


§ 6. 
Die klassischen Theorien. 


Ich kann jetzt zeigen, wie die hier entwickelte Theorie zu den Haupt- 
sitzen der klassischen Theorien der algebraischen Zahlen fiihrt. 

Zuerst behandle ich die alteste, die Kummersche Theorie. Da Kummer 
selbst nur sehr spezielle Zahlenkérper untersucht hat, halte ich mich aber 
an die Verallgemeinerung von Zolotareff. 

Die Theorie gilt fiir jeden algebraischen Zahlenkérper A, in dem 
eine ganze Zahl @ so bestimmt werden kann, da8 alle Zahlen von GY 
in der Form 
+ G, 0+... + Gn- i 


a 


mit Koeffizienten a; aus Gi darstellbar sind. Die Gleichung niedrigsten 
Grades mit Koeffizienten aus GW, der # geniigt, sei 


F(d)= 8* + c,0°"" +... +¢ 0. 


n 


Es sei x eine Unbestimmte und % der Ring der ganzen rationalen 
Funktionen von z mit ganzen rationalen Koeffizienten. Gehért G(2) zu 
yy und ist G(#)=—0, so ist G(x): F(x)=— A(x) eine ganze Funktion 
von z. Da der Koeffizient der héchsten Potenz von z in F(x) gleich 1 
ist, liefert die Division die Koeffizienten von H(z) als rational und ganz, 
so daB also H(z) zu § gehdrt. Daraus schlieBt man: Ist a eine Zahl von 
@GR und gehort G(x) zu F, so hat jede der beiden Kongruenzen 


G(d) = 0 (moda), 5, G (x)= 0 (moda, F(z}). 
3 
die andere zur Folge. 


Sei jetzt p eine fest gewahlte rationale Primzahl. Ist z eine in p 
aufgehende ideale Primzah] von GY, so besteht nach § 4, 1. eine Kon- 
gruenz 


a =a-U(#)-V(@)...(modp). 
Dabei bedeuten U(x), V(x), ... GréBen aus F, in denen die Koeffizienten 


der héchsten Potenzen von z gleich 1 sind und die modp nicht mehr 


Begriindung der algebraischen Zahlentheorie. 217 


Produkten von Funktionen derselben Art kongruent sind. Ferner kann 

man durch Addition eines Ausdrucks #*-F(#) stets erreichen, daB a = 1 

wird. Dann ist einer der Faktoren U(#), V(#),..., etwa V(#), durch z 

teilbar. Der gréBte gemeinsame Teiler von p und V(#) ist genau gleich z. 
Ist jetzt 


M,* Mg++ =P 


die Zerlegung von p in Primfaktoren und ist V,(z) eine zu x, gehdrige 
Funktion der beschriebenen Art, so ist 

V,(@)-V,(%) ... =O0(modp), 
also 


V,(z)-V,(z)...= F(x)-G(x)(modp). 


Dabei bedeutet G(x) eine gewisse GréBe aus %. Nun laBt sich jede 
Funktion aus , wenn man sie nur mod p betrachtet, auf eine und nur 
eine Weise in mod p irreduzible Faktoren zerlegen. Aus der Irreduzibilitat 
der V,(2) folgt also, daB F(x) dem Produkt gewisser V;(~z) kongruent 
ist. Das Produkt der entsprechenden V,(#) und, nach Theorem I, auch 
das Produkt der entsprechenden 2, ist dann eine durch p teilbare Zahl 
von @Y. Das ist nur méglich, wenn F(z) dem Produkt aller V,(zx) 
kongruent ist. Aus der eindeutigen Zerlegbarkeit von F(z) kann man 
jetzt schlieBen: Ist 


F(x) = IV,(x)(mod p) 


die Zerlegung von F(x) in irreduzible Faktoren nach dem Modul p, so 
gehort zu jedem V,(x) ein idealer Primfaktor x, von p in GU, und 
zwar gehéren zu kongruenten Funktionen V;(x) gleiche Primfaktoren, zu 
nicht kongruenten Funktionen V;(x) nicht assoziterte Primfaktoren. Es wird 


p = Hinheit - I77;. 


Es ist eine Folge der Eindeutigkeit der Zerlegung von F(x), dab 
die Funktionen V,(2) durch die obige Definition eindeutig bestimmt sind, 
abgesehen davon, daB jeder Koeffizient von V;(~) durch einen modp kon- 
gruenten ersetzt werden kann. Durch diese Freiheit in avr Wahl der 
Koeffizienten kann man erreichen, daB8 V,(#):2;, zu p relativ prim wird. 
DaB dies nicht von vornherein der Fall ist, kann ja nur eintreten, wenn 
p nur durch die erste Potenz von 2, teilbar ist. Dann braucht man aber 
V,(8) nur durch V,(#)+ p zu ersetzen. Ob man V,(#) abzuandern hat, 
kann man, wie ich in § 10 zeigen werde, durch Normenbildung entscheiden. 
Es ergibt sich die Vorschrift: Die zundchst nur nach dem Modul p be- 
stimmten Koeffizienten von V,;(0) lege man willkiirlich fest. Man ersetze 
jedoch die gewdhlte Funktion V;(#) durch V,(8)+-p, wenn N(V,(#)) 
durch eine hohere Potenz von p teilbar ist als N(V,(#)+p). Dann 
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ergibt sich sofort der Satz: Sind genau m Funktionen V,(#) zu V,(#) 
nach dem Modul p kongruent, so ist eine Zahl A(d) von GUA dann und 
nur dann durch a}™**, wo OSr<m, teilbar, wenn 


A(zx)-V,(2)"~"- W,(x)*** = 0(mod p***, F(x) 


ist. Dabei bedeutet W,(x) das Produkt der zu V;(x) inkongruenten Funk- 
tionen V,(zx). 

Damit habe ich das Hauptresultat der Kummer-Zolotarefischen Theorie 
hergeleitet. 

Die Dedekindsche Theorie untersucht die aus realen ganzen Zahlen 
von & bestehenden G@YU-Moduln. Jedem solchen Modul a ordne man den 
groBten gemeinsamen Teiler @ seiner Zahlen zu. Dann besteht a aus allen 
realen Vielfachen von @. Denn nach § 3, 4. wird a durch zwei Zahlen x, A 
erzeugt. Daher ist @, und erst recht jedes reale Vielfache 9 von @, in 
der Form §x-+44 mit ganzzahligen £,4 darstellbar. Nach § 4,3. muB 
dann aber o in a enthalten sein. Zu verschiedenen Moduln a gehéren 
also nicht assoziierte ideale Zahlen @. Umgekehrt ist jede endliche ideale 
Zahl von GWA wegen §4,1. der gréBte gemeinsame Teiler ihrer realen 
Vielfachen. Die, nicht nur aus der Zahl 0 bestehenden, @%-Moduln aus 
ganzen realen Zahlen von & und die, bis auf Einheitsfaktoren bestimmten, 
endlichen ganzen idealen Zahlen von % sind einander also eineindeutig 
zugeordnet. 

Unter dem Produkt der Moduln a und 6 versteht man den Modul, 
der von den Summen der Produkte je einer Zahl aus a mit einer Zahl 
aus b gebildet wird. Sind a und 6 die Mengen der realen Vielfachen von 
& und £, so ist jede Zahl von a-b ein Vielfaches von &-8. Umgekehrt 
gehért jedes reale Vielfache von &-$ dem Modul a-b an. Das folgt aus 
§ 4, 8., wenn man @ und # als homogene Linearformen von Zahlen aus a 
und 6 darstellt. Aus Theorem I ergibt sich daher: Jeder aus ganzen Zahlen 
von U bestehende GU- Modul, mit Ausnahme des von der Zahl 0 allein ge- 
bildeten, ist auf eine und nur eine Weise als Produkt solcher ©U-Moduin 
darstellbar, die auBer mod1 in GU keinen Obermodul besitzen. 

In der Kroneckerschen Theorie wird der Ring © YU durch Hinzunahme 
der ganzen rationalen Funktionen von Unbestimmten z,y,... mit Ko- 
effizienten aus @Y erweitert. Der, im allgemeinen ideale, gréBte gemein- 
same Teiler der Koeffizienten einer solchen Funktion ® heiBt der Teiler 
der Funktion ©. Es gilt die Verallgemeinerung eines zuerst von Gau8 
fiir die rationalen Zahlen bewiesenen Satzes: Der Teiler eines Produktes 
von Funktionen ist gleich dem Produkt der Teiler der Faktoren. Der 
Beweis wird ebenso wie im Falle der rationalen Zahlen mit Hilfe der 
Primzahlzerlegung nach Theorem I gefiihrt. 








= © & 
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Ist der Teiler von ® gleich 1, so heiBt © eine primitive Funktion. 
Man kann ohne Zuhilfenahme idealer Zahlen erkennen, ob eine Funktion 
primitiv ist. Dazu bildet man die Norm N(®) von ®. Diese ist erklart 
als das Produkt der Funktionen, die aus ® entstehen, wenn man die 
Koeffizienten von ® durch ihre Konjugierten ersetzt. Es gilt nun der 
Satz: Hine Funktion ist dann und nur dann primitiv, wenn der Teiler 
threr Norm gleich 1 ist. Der Beweis ergibt sich aus dem Satz iiber den 
Teiler eines Produktes in Verbindung mit dem spater herzuleitenden Satz 
§ 10, 3. und den Ergebnissen von § 9. 

Haben die Funktionen ® und ¥ denselben Teiler, so gibt es zwei 
primitive Funktionen E und H, fiir die 


E®=HY 


wird. Ist namlich die rationale reale Zahl a der Teiler von N(®), so 
ist a auch der Teiler der Funktion ¥Y-N(®):%. Da N(®):® eine ganze 
rationale Funktion mit Koeffizienten aus @Y ist, hat man also nur 


c-VN) yy _ NO) 

a-® a 
zu setzen. Hieraus folgt nun: Ist @ der Teiler der Funktion ® und ist 
&=7,-H%,... die Zerlegung von & in Primfaktoren, so laBt sich eine 
primitive Funktion E so bestimmen, daB 

E-@=¥,-¥,... 


wird und a; der Teiler von Y; ist. Man wahle namlich beliebige Funk- 
tionen Y, mit den Teilern z, aus. Da8 es solche Funktionen gibt, ist 
eine Folge von §4,1. Dann hat J7¥; den Teiler @. Es gibt also zwei 
primitive Funktionen E und H, fiir die 


E-®=H-I/¥, 
wird. Man hat jetzt nur noch ¥, durch H-¥, zu ersetzen. 
Hat die Funktion © die Koeffizienten a, B,... und den Teiler 6 


und ist « eine reale durch 6 teilbare Zahl von GU, so laft sich me in 
der Form 


e=a+np+... 
mit Koeffizienten aus GY darstellen. Eine solche Darstellung ist namlich 
nach Theorem I méglich, wenn man beliebige Koeffizienten aus @Y zu- 
laBt. Nach § 4, 3. existiert also auch eine Darstellung mit realen Ko- 
effizienten. 
Damit sind die Hauptsitze der Kroneckerschen Theorie hergeleitet. 


Der urspriingliche Kummersche Gedanke, die Zerlegung einer rationalen 
Primzahl p aus der Zerlegung der Gleichung einer gewissen Zahl @ nach 
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dem Modul p abzulesen, konnte auf den Fall der allgemeinsten algebraischen 
Zahlenkérper mangels einer geeigneten Zahl # nicht ausgedehnt werden. 
Wohl aber hat man versucht, unter Beibehaltung eines Teiles des Kummer- 
schen Grundgedankens, die algebraische Zahlentheorie auf die Untersuchung 
von Kongruenzen nach rationalen Primzahlen und deren Potenzen zu be- 
griinden. Der Satz von der Zerlegbarkeit der rationalen Zahlen in Prim- 
faktoren bildet das wesentliche Fundament aller dieser Theorien. Dieser 
Satz ist aber, wie ich in dieser Arbeit gezeigt habe, fiir den Aufbau der 
algebraischen Zahlentheorie ganz belanglos. Es ist daher nicht zu ver- 
wundern, da8 diese Betonung des Unwesentlichen sich stets durch die 
Umstiandlichkeit der Grunddefinitionen, meist auch durch die Uniibersicht- 
lichkeit der Hauptsitze racht. Die charakterisierte Methode wurde zuerst 
von Selling zur Untersuchung der Galoisschen Kérper verwandt. Es folgte 
die allgemeine Theorie von Zolotareff, dann die Theorie von Sochocki *). 
Endlich gehért auch die Henselsche Theorie hierher. 


Bei dieser letzten Theorie kommen jedoch neue Gedanken hinzu. 
Einmal ist fiir die ,,idealen“ GréBen, die adjungiert werden, nicht nur 
die Multiplikation, sondern, wie in der Kroneckerschen Theorie, auch 
die Addition erklart. Noch wesentlicher aber ist, daB die zu adjungieren- 
den GréBen durch einen Grenziibergang gewonnen werden. Damit hangt 
es zusammen, da als Fundamentalergebnis in der Henselschen Theorie 
eine Darstellung der Zahlen auftritt, die wesentlich anders geartet ist als 
die Zerlegung nach Theorem I, und die bei der Untersuchung gewisser 
Fragen die Henselsche Methode besonders kraftvoll erscheinen la8t. Ich 
lege hier die Henselsche Theorie nicht genauer dar. Die Begriindung der 
algebraischen Zahlentheorie, die ich in dieser Arbeit gebe, miindet namlich 
jetzt selbst in die Henselsche Theorie ein. 


§ 7. 
Die additive Zerlegung. 


Durch Theorem I wird eine Ubersicht iiber die Teilbarkeitseigen- 
schaften nur bei den endlichen Zahlen erreicht. Es fehlt noch jede Kenntnis 
der Teilbarkeitseigenschaften der iibrigen idealen Zahlen. Es soll jetzt 
ein einfaches, fiir alle idealen Zahlen giiltiges Zerlegungsgesetz hergeleitet 
werden. Dieses 1a8t sich iibersichtlicher aussprechen, wenn man den Be- 
griff der Summe idealer Zahlen auf unendlich viele Summanden ausdehnt. 





*) Da mir die Originalarbeiten von Sochocki nicht zuginglich sind, kann ich 
hier nur nach den Referaten im ,Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik“ 
urteilen. 








Begriindung der algebraischen Zahlentheorie. 221 


Definition 4. Es sei @,,@,,... eine unendliche Menge von Zahlen 
aus M%. Kann man eine regulare Zahl 6 von GY so bestimmen, daB alle 
Zahlen @;-8 ganz werden, und daB, fiir jede Zahl 9 +0 von GU, alle 


Zahlen &,-# bis auf endlich viele durch o teilbar sind, so soll die ideale 
Zahl o, welche den Kongruenzen 


6-8 =é,-8 (mode), 
in denen iiber alle nicht durch g teilbaren &,-f zu summieren ist, geniigt, 


als die Summe der unendlich vielen idealen Zahlen &, bezeichnet werden. 


Es ist klar, daB der Wert der Summe 6 von der Wahl der Zahl f 


unabhangig ist. 


Bei der Addition unendlich vieler Zahlen gilt das kommutative Gesetz 


unbeschrankt. Das assoziative und distributive Gesetz sind so zu modi- 
fizieren: Es ist 


ys 
— i 
i 


why 


Gp = SG,,, DdG,p,={5%,)}-{58,}, 
i.k uk ‘ k 


wenn die rechts stehenden Summen existieren. 


Wie in § 5 erkennt man: Ist & eine feste endliche Zahl von GY und 
durchlaiuft @ alle endlichen, zu & relativ primen Zahlen von GY, so hat 
das Kongruenzensystem 

E=9.(mod@), E = o, (mod &*) (k =1,2,...) 


eine und nur eine Lésung, wenn erstens jede endliche Menge von Kon- 
gruenzen 


= 0, (mod @) 


in G©Y lésbar und zweitens fiir jeden Exponenten k 


~k 
. n+ o, (mod a’) 
ist. 


Die Lésung des Kongruenzensystems 
—=0(mod@), — = 1(mod@"*) 
werde mit éz bezeichnet. Es gelten dann die Sitze: 


A. Eine Zahl % von GU ist nur dann ein Nullteiler, wenn xéx = 0 
ist fiir mindestens eine endliche irreduzible Zahl x von GU. 


Beweis. Ist ~+0 eine Zahl von GW, so ist fiir eine endliche 
irreduzible Zahl % von @& und einen Exponenten k 


t = 0(mod #***), 
Nach § 4, 1. besteht fiir ein beliebiges 1 eine Kongruenz 


t = o(modz’) 
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mit realem o. Ist 1>&, so kann o durch keine héhere Potenz von z 
als durch #* teilbar sein. Ist nun x-7=—0O und 


# 


e 

so folgt 
oo = 0(modz'). 
Nach Theorem I mu8 9, mithin auch % durch z'-* teilbar sein. Da J be- 
liebig gewahlt werden konnte, folgt hieraus *@; = 0. 

B. Ist Z eine Zahl von GU, die durch die endliche irreduzible 
Zahl x von GU nicht teilbar ist, so ist % ein Teiler von éx. 

Beweis. Ist . 
% = x, (mod z*) 
und ist x, real, so ist x, nach Theorem I zu z* relativ prim. Die Kon- 


gruenz 
,°& = 1(mod 2*) 


ist also durch eine Zahl o, lésbar. Diese kann nach § 4, 1. als real an- 
genommen werden. Nach §1 ist o, bis auf Vielfache von 2* bestimmt. 
Daraus folgt 
0, ,, =9,(modz"). 
LaB8t man @ alle endlichen, zu 2 relativ primen Zahlen durchlaufen, so 
hat daher das Kongruenzensystem 
é= 0 (mod @), E = o, (mod z*) 

eine Lésung 7. Es ist %-t = éz. 

Theorem II. Im gibt es ein System von Unterringen Z,, R., sien 
mit folgenden Eigenschajten : 

1. Das Produkt zweier Zahlen aus verschiedenen Ringen § ist stets 
gleich 0. 

2. Jede Summe aus je einer Zahl jedes Ringes ® existiert. Jede 
Zahl von ¥ lat sich als eine solche Summe darstellen. 

3. Die EinsgréBen der Ringe § sind Zahlen aus GU. 

4. Von zwei Zahlen eines Ringes J ist stets mindestens eine durch 
die andere teilbar. 

Beweis. Es sei %,,%,,... ein solches System von endlichen irredu- 
ziblen Zahlen von @W%{, daB zu jeder irreduziblen endlichen Zahl eine 
assoziierte unter den 2, vorkommt, da8 aber nicht zwei der Zahlen 2, 
assoziiert sind. Durchlauft @ alle Zahlen von M, so bilden die Zahlen Me; 
einen Ring §, mit der EinsgréBe @,. (Dabei ist zur Abkiirzung @, statt 
éx, geschrieben). Die Ringe 8, haben alle geforderten Eigenschaften: 





de 


te 
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1. Fir i+) ist ¢,-¢,;=0. 


2. Aus Definition 4 folgt fiir jede Zahl @ von YU 
&= 3 H:,. 


Sind andererseits Zahlen @, von YU vorgegeben, so stelle man diese als 
&;: 


Quotienten ganzer Zahlen , mit regularen f, dar. Nach Definition 4 
existiert dann die Summe 


p= PD» B, é; ’ 
und es ist ‘ 
Be, = B,z,+0. 
Nach A. ist # regular. Daher ist die Summe 

DG,i,:8 = J 6,5, 
vorhanden. 

3. Nach Definition ist jedes é eine ganze Zahl. 

4. Sind & und # ganze Zahlen und ist & durch jede in B aufgehende 
Potenz von % teilbar, so ist & ein Vielfaches von £2. Denn ist £ durch 
jede Potenz von  teilbar, so ist Z? = B% = 0. Ist aber & der héchste Ex- 
ponent, fiir den B durch z* teilbar ist, so besteht nach B. eine Glei- 
chung ft = z*z. Da & durch 2* teilbar sein sollte, folgt hieraus, daB f= 
ein Teiler von @@ ist. Sind die Zahlen & und f nicht ganz, so kann man 
sie durch Multiplikation mit derselben reguliren Zahl von GU in ganze 
Zahlen verwandeln und dann dieselben Schliisse anwenden. 

Aus den Eigenschaften 1. bis 4. schlieSt man sofort: 

a) Das Produkt einer Zahl aus Z mit einer Zahl aus Wf ist in x ent- 
halten. 

b) Jede Zahl & von & lat sich nur auf eine Weise als Summe je 
einer Zahl aus jedem Ringe §, darstellen. Diese Darstellung ist 


= > @,, 
wobei é, die EinsgréBe von {§,-bedeutet. 
Die Zahl 2, mége die %,-Komponente von @ heiBen. 
c) Die ,- Komponente des Produktes zweier Zahlen von & ist gleich 
dem Produkt der §{,-Komponenten der beiden Zahlen. 


d) Eine Zahl @ ist dann und nur dann durch eine Zahl £ teilbar, 


wenn jede Komponente von &@ durch die entsprechende Komponente von # 
teilbar ist. 


Zusatz 1. Es gibt in U nicht zwei verschiedene Systeme von Ringen R, 
mit den Higenschaften 1. bis 4. 


Beweis. Es sei 0, 6... ... ein zweites solches System von Ringen. 
Fiir dieses gelten dann auch die Sitze a) bis d), die lediglich Folgerungen 
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aus den Eigenschaften 1. bis 4. sind. Jede f,- Komponente 7; @; der Eins- 
groBe 7, von 0, ist nach a) eine Zahl aus 0;, nach 3. ein Vielfaches 
von #j;. Waren zwei der Komponenten von 0 verschieden, so wire nach d) 
im Widerspruch zu 4. keine von ihnen durch die andere teilbar. Es ist 
daher nur eine Komponente von #;, etwa die §,-Komponente, von 0 
verschieden, also 7; = 7,;@;. Aus a) folgt dann o, <,. LaBt man jetzt 
die Ringe % und © ihre Rollen vertauschen, so folgt ebenso R, < 4, 


fiir ein gewisses k. Wegen b) ist dann aber k=j, folglich §, = 6. 


J 
Die 0 sind also gewisse ;. Endlich schlieSt man aus b), da8 alle §;, 


unter den 0; vorkommen. 


Zusatz 2. Zu jedem Ring ¥ gehdrt eine und, abgesehen von as- 
soziierten Zahlen, auch nur eine endliche irreduzible Zahl x von @®U, 
welche kein Teiler der EinsgréBe von Z ist. Umgekehrt gehdrt jede end- 
liche irreduzible Zahl x zu einem Ring Z. 

Beweis. Ist @ die EinsgréBe von 98, so gehdrt zu % die Zahl 2. 
Denn erstens ist nach B. jede nicht zu 7% assoziierte irreduzible Zahl von 
@W ein Teiler von éx. Zweitens folgt aus 


ex l (mod Zt), 
daB @x kein Vielfaches von z ist. SchlieBlich gehért zu jedem z ein é;, 
also auch ein Ring §. 


Zusatz 3. Ist = die Hinsgrépe von J und % eine zu J gehdrige 
endliche irreduzible Zahl, so ist jede Zahl © +0 von Y in der Form 


@ = So, qEtG (k=0, +1,...) 
mit 

0, == 0 (mod z) 
darstellbar®). Dabei bedeuten die 0, Zahlen aus GU. Jede solche un- 
endliche Summe existiert und ist gleich einer zu x*@ assoziierten Zahl 
von $3. Man kann verlangen, dap die o; einem vollstandigen System 
nach dem Modul a inkongruenter Zahlen angehéren sollen. Dann ist die 
Darstellung nur auf eine Weise méglich. 


Beweis. Da8 jede unendliche Summe 


& = 5 0,2x*t*é 


ig 


existiert, folgt aus Definition 4, fir k< 0 in Verbindung mit der Be- 
merkung, daB za regular ist. Aus B. folgt ferner, daB 2o,a*& m é, 


5) Diese unendlichen Summen sind die Henselschen x-adischen Zahlen. 
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also @ zu 2*é assoziiert ist. Ist jetzt @ + 0 eine gegebene ganze Zahl, 
die zu $$ gehért, so gibt es nach § 4,1. reale Zahlen o,, fiir die 
@ = o,(mod #*) 
wird. Ist k>0 die griBte Zahl, fiir welche 
& = 0(mod z*) 
ist, so braucht man nur 
_ . 
Crier Z g,x** 
7=0 


eo; = laa’ —— (mod 1) 


zu setzen, um die gesuchte Entwicklung 

o= > 0, 2**4é 
zu erhalten. Ist endlich @ = &:B eine gebrochene Zahl aus §, so ist £ 
regular, also B@ +0. Fiir einen Exponenten k> 0 ist daher Bé zu 2‘? 


assoziiert. Es besteht also fiir eine ganze Zahl # eine Gleichung 


~ ~k ~ = ~~~ 


~~ ~k = 
On =oEen = Onpe=—ane. 


Diese Gleichung laBt erkennen, daB @2* eine ganze Zahl ist. Die Ent- 
wicklung von @ ergibt sich jetzt sofort aus der Entwicklung von wz". 

Hat man zwei Entwicklungen von @, so muB die erste von 0 ver- 
schiedene Differenz entsprechender Koeffizienten durch 2a teilbar sein. 
Daraus folgt sofort die behauptete Eindeutigkeit. 

Zwei verschiedene reale Zahlen haben in keinem Ring §§ dieselbe 
»Reihenentwicklung* 2 o,2*+*@. Denn sonst ware ihre Differenz durch 
jede Potenz von z teilbar, was nach Theorem I nicht der Fall ist. 

Die Ringe R, sind, wie man mit Hilfe des Zusatzes 3 zu Theorem II 
sofort bestatigt, Kérper. 

Ich fiihre noch einige weitere Sitze, die sich aus Theorem II und 
seinen Zusitzen leicht ergeben, ohne Beweise an. 

1. Jede irreduzible Zahl von GY ist endlich und eine Primzahl. 

2. Jede Zahl von GU, die keine EHinheit ist, ist durch eine Prim- 
zahl von GY teilbar. 

3. Eine Zahl & von U ist durch eine Zahl § von YU dann und nur 
dann teilbar, wenn jede Primzahl von @U in & mindestens ebenso oft 
wie in B aufgeht. 

4. Es gibt Zahlen von U, die durch jede Primzahl genau in vor- 
geschriebener Potenz teilba: sind. 

5. Jeder aus ganzen Zahlen von U bestehende GU-Modul, der von 
endlich vielen Zahlen erzeugt wird, wird durch eine Zahl erzeugt. 
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6. Jedes endliche oder unendliche Kongruenzensystem 
E=G@(modxz), E=A(modid), F=7(modzZ), 


ist in U lésbar, wenn jedes Paar der Kongruenzen in U eine gemeinsame 
Lésung besitzt. 

Von den Entwicklungen dieses Paragraphen mache ich nur in § 11 
Gebrauch. 


Mae 


8. 
Fundamentals ysteme. 

Nachdem ich die arithmetischen Eigenschaften eines fiir sich allein 
betrachteten algebraischen Zahlenkérpers M% untersucht habe, wende ich 
mich jetzt den Beziehungen zu, die zwischen & und dem Kérper R der 
rationalen Zahlen bestehen. 

Die idealen Zahlen @ von GY, fiir welche zu jeder realen Zahl r + 0 
von @R eine ganze rationale Zahl a so bestimmt werden kann, daB 


&=a(modr),; 


Sy 


ist, bilden einen Ring, den ich mit GB bezeichne. Es ist GA> GS > GR. 
Sind @ und 6 zwei Zahlen aus %8 und ist 6 kein Nullteiler von GW, so 
kann man den Quotienten @:5 bilden. Diese Quotienten bilden einen 
Ring 8. Es ist A>BOR. Es sei darauf hingewiesen, daB aus der 
Definition nicht ohne weiteres folgt: 

a) Der Ring B ist der Quotientenring von GH. 

b) Jede Zahl von GU, die zu B gehdrt, gehért zu GB. 

c) Jede Zahl von YU, die zu 8 gehort, gehért zu KR. 


Diese Sitze sind zwar richtig, bediirfen aber eines Beweises, der im 
folgenden erbracht wird. 

Man darf auch G8 nicht mit dem Ring GR verwechseln, der ent- 
steht, wenn man den bisherigen Untersuchungen den Korper , der ja 
ein spezieller algebraischer Zahlenkérper ist, zugrunde legt. Zwischen 
beiden Ringen besteht aber eine einfache Beziehung. Ist naimlich das 


Kongruenzensystem 


&@=a(modr GH, 


in dem r alle von 0 verschiedenen Zahlen von @R durchlauft und die 
a Zahlen aus @ sind, fiir eine Zahl @ von GY erfiillt, so ist, wenn fir 
endlich viele Zahlen r; die Kongruenzen 


&=a,(modr,;)og, &=b(mod Ir; )o% 
bestehen, : 


b= a,(modr; wx. 


' 
\ 
j 
' 
' 





hand 2 


g' 
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Das Kongruenzensystem 

%=a(modr og 
ist also durch eine Zahl von GR lésbar. Andererseits gibt es nur eine 
Zahl von GY, welche dem Kongruenzensystem 


&=a(modr)g x 


geniigt. Denn jede von 0 verschiedene Zahl von & % ist ein Teiler einer 
der Zahlen r. Hierdurch erscheinen die Zahlen von GR und GH als 
eineindeutig einander zugeordnet. Die Zahlen von © entsprechen sich 
dabei selbst. Summe und Produkt entsprechender Zahlen sind wieder 
einander zugeordnet. Die beiden Ringe GR und GS stimmen also voll- 
stindig iiberein; nur besteht der eine aus idealen Zahlen von R, der andere 
aus idealen Zahlen von Y. 
1. Ist 
d= A(1,#,..., #"~’) 


> 


so kann jede Zahl & von GU auf eine und nur eine Weise in der Form 


‘ 


l o v =~ ors 
-+>+4,:>-+... a.- 
°° ™ a i ee 


R 
gQ: 
_ 


aus GB dargestellt werden. 


Beweis. DaB jede reale Zahl von GY sich auf eine und nur eine 
Weise in der Form 


mit Koeffizienten a 


and b g*-1 
“gre d toe d 


mit Koeffizienten a; aus GR darstellen 1a8t, wurde bereits in § 2 beim 
Beweise von Satz C gezeigt. Ist « eine Zahl von GYM und r+0 eine 
Zahl von GR, so besteht daher eine Kongruenz 

1 oe g*-2 
-~+b,-—+...+6,-——(modd-r). 
1°” b, a b,, a \ d-r) 
Jedes 6; ist dabei nach dem Modul d-r eindeutig bestimmt. Daraus 
schlieBt man zunachst, daB die zu bestimmenden Zahlen G@; den Kon- 
gruenzen 

a; = b;(modd-r) 

geniigen miissen, daB es also fiir @ héchstens eine Darstellung der ver- 
langten Art gibt. Weiter folgt aber aus der eindeutigen Bestimmtheit 
der b, die Existenz einer Zahl a,, welche allen Kongruenzon 


a, = b;(mod d-r) 
geniigt. Da 





+. gt! 7, g*-1 
a, , =) b,— {mod r) 


15* 
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wird, folgt 
- a &§ » €, ee 
€eG.-7 +4 at... +4, 


2. Jedes GR- Fundamentalsystem von GU ict ein G B-Fundamental- 
system von GU. 


Der Beweis wird wie bei 1. gefiihrt. Es ergibt sich dabei noch eine 
Vereinfachung. Ob ein &R-Fundamentalsystem von GU existiert, bleibt 
hier dahingestellt. 


Theorem III. Es gibt ein GB-Fundamentalsystem von GU, ins- 
besondere auch ein solches, in dem die Zahl 1 vorkommt. 


Beweis. Durchlauft @, fiir ein festes i, alle Zahlen von GW, die 
sich in der Form 


eae oe ~ of 
a7 Toga oes $a a 


mit Koeffizienten a; aus @$ darstellen lassen, so durchlauft a, einen 
@B-Modul. Dieser wird, wegen der zwischen © und GR bestehenden 


Beziehung, nach Theorem I durch eine ganze in d aufgehende Zahl 6, er- 
zeugt. Wahlit man fiir jedes ¢ eine Zahl 


- id 1 - a a, gi-2 i gt-1 
@; = 6° 7 + Cig Gites + G1 +8 q 
aus, so bilden die Zahlen @,, @,,...,@, ein G %-Fundamentalsystem fiir 
alle in der Form 
ie a - 9-1 
Qzras ag t--- T4,° a 


darstellbaren ganzen Zahlen, also nach 1. ein Fundamentalsystem von 
GH. — Gehdrt eine Zahl a2:d zu GU, so ist 


Gd =0 (mod d)g iq. 


Die @ zugeordnete Zahl von GR ist dann durch d teilbar. Daraus folgt, 
daB b, =d, also ©, = 1 gesetzt werden kann. 


3. Ein Gleichungssystem 


Vrri 


i - 
3G,,§, =5,. (¢=1,2,...,k) 
3=1 


in dem die a,;; und b, gegebene Zahlen aus ®B sind, ist nur dann durch 
Zahlen von GU lésbar, wenn es schon durch Zahlen von &® lésbar ist. 


Beweis. Ist 1=@,,@,,...,@, ein GB-Fundamentalsystem von 


@® und geniigen die Zahlen 


=Z,.é y+... +2..4 
j Z,;, OD, + %; Dy ++ + 2,50, 


wri 
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den gegebenen Gleichungen, so ist auch 


7 = - 
YG; ;%, ; = b;. 


me 


} 
Acs 3. folgt der am Anfang des Paragraphen genannte Satz b). 
4. Eine in@® regulare Zahl von GD ist kein Nullteiler von GW. 
Beweis. Es sei @ eine Zahl von GB unda-f=— 0. Ist d, 
ein @ 8-Fundamentalsystem von GW und 


b= 6, 6,+6,4,+...+6,4,, 


@,,..-,@, 


so wird 


a-b,=0, @b,=0, ..., @b,=0. 


Ist 2 +0, so ist @ daher ein Nullteiler von GS. 
Aus 4. folgt Satz a). 


5. Jede Zahl & von GU geniigt einer Gleichung 
f*+4,¢" °+...+4,=0 
mit Koeffizienten a; aus GS. 


6. Jede Zahl von U ist der Quotient einer Zahl von GU mit einer 
Zahl von GB. 


Beweis. Es sei 1=6,,@,,...,@, ein &%-Fundamentalsystem 
von ©&. Dann bestehen n Gleichungen 


C-@.=> Ve..@ em 1,2,..., 2) 
$°@; a ©; 5; \ 
} 


mit Koeffizienten ¢;, aus @B. Aus diesen Gleichungen folgt 


Setzt man i = 1, so erhailt man eine Gleichung der in Satz 5 verlangten 
Art. Aus dieser Gleichung erkennt man, da8 die Determinante |¢;;| durch 


€ teilbar ist. Ist |é, ;| ein Nullteiler von GU, so ist auch € ein Null- 
teiler. Denn nach 4. gibt es dann eine Zahl 2+0 von G9, fiir die 


a: ¢,;|= = 0 wird. Aus 


iia Sat: ai 
a-$-O,= Sac; ,-@; 


i _— ij 


folgt jetzt das Bestehen einer Gleichung 


af-(b, 6, +6,4,+...+56,6,)=0, 


in der die 6, gewisse, nicht samtlich verschwindende Unterdeterminanten 
von |é,;| sind. Alle 6; sind also durch @ teilbar. Daraus folgt nach 
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§4,4., daB auch die Produkte @-5, nicht samtlich verschwinden, daG 
also € ein Nullteiler ist. Zu jeder reguliren Zahl von GW gibt es dem- 
nach ein regulires Vielfaches, das zu GB gehdrt. Daraus ergibt sich 
Satz 6 sofort. 

7. Jedes &B-Fundamentalsystem von GU ist auch ein B-Funda- 
mentalsystem von %. 

Das schlieBt man aus 6. 

8. Jedes R-Fundamentalsystem von U ist auch ein B- Fundamental- 
system von U. 

Das ergibt sich aus 1. und 6. 

Aus 8. folgt Satz c). 

Aus 5. und 6. schlieBt man noch: 


9. Jede Zahl = von U geniigt einer Gleichung 


mit Koeffizienten a, aus B. 


Ideale Zahlen in verschiedenen Zahlenkérpern. 


Der Definition der Gleichheit idealer Zahlen, die verschiedenen al- 
gebraischen Zahlenkérpern angehéren, schicke ich einige Hilfsbetrachtungen 
voraus. 

A. Der Ring 8 in §8 ist der Quotientenring von G@B. Die in § 8 
jefinierte eineindeutige Zuordnung zwischen den Zahlen von ®t und 
@ dehnt sich daher auf alle Zahlen der Ringe KR und B aus. Dabei 
ist jede reale Zahl sich selbst zugeordnet. Ferner entsprechen sich Summen 
und Produkte zugeordneter Zahlen. Die Division ist in dem einen Ring 
nur dann eindeutig ausfiihrbar, wenn sie es im andern Ringe ist. Endlich 
ergibt sich aus § 8,6., daB eine unendliche Summe entsprechender Zahlen 
entweder in beiden Ringen oder in keinem Ringe existiert. Im ersten 
Falle sind die Summen einander wieder zugeordnet. 

B. Es seien & und W’ zwei algebraische Zahlenkérper und @ und &’ 
ganze ideale Zahlen aus ihnen. Ist 9 +0 eine beiden Kérpern gemein- 
same ganze reale Zahl, so bestehen Kongruenzen 


~ ‘a ~ ’ } - 
@® =a(mod 0 Jes, @® = (MOG 9 jyy’ 


mit realen « und a@’. Ist nun, fiir einen gemeinsamen Oberkérper D von 
YW und W’, 


a=«a’ (modo)ws, 
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io besteht diese Kongruenz auch fiir den kleinsten gemeinsamen Ober- 
kérper von M und W’. Besteht weiter eine solche Kongruenz fiir jede 
ganze Zahl @ +0 eines gemeinsamen Unterkérpers ll von & und Y’, so 
besteht iiberhaupt fiir jede ganze Zahl o+ 0, die zugleich AU und YW’ an- 
gehért, eine Kongruenz. Denn jede Zahl o hat in Ul ein von 0 verschie- 
denes Vielfaches. 

[. Die Kérper & und YW’ mégen auBer den rationalen Zahlen keine 
Zahl gemeinsam haben. Es sei & eine Zahl von G@& und @’ eine Zahl 
von @ WY’. Fiir jede Zahl r+ 0 von GR bestimme man reale Zablen a, 
und « so, daB 


&=a,(modr)ggi, «& =a;(modr)gx 


wird, Besteht dann in einem gemeinsamen Oberkérper D von & und W’ 
fiir jedes r eine Kongruenz 


&, =a;(modr )gp, 


so gehéren die Zahlen & und &@ den Ringen ©B und GB’ an, und zwar 
sind sie solche Zahlen dieser Ringe, die einander durch Vermittlung des 
Ringes @ R zugeordnet sind. — Haben namlich #’ und n’ fiir YU’ dieselbe 
Bedeutung wie # und n fiir &, so kann eine Gleichung 


, 2 -1 , o°2 , ' in'—1 
a, +a,0+a,0 +...+4,0°*+aj0 +4a,0° +...+a,0 = 0 


mit rationalen Koeffizienten nur bestehen, wenn die Koeffizienten samtlich 
verschwinden. Die Zahlen 


3 n-1 a’ 2 tn'—1 
hulls © ouacaee ge 
’ ’ > ) ’ ’ ) 


kénnen daher durch Hinzunahme weiterer ganzer Zahlen zu einem t-Fun- 
damentalsystem von  ergiinzt werden. Bei der Darstellung einer Zahl 
von & durch dieses Fundamentalsystem sind héchstens die Koeffizienten von 


2 -1 
ey Ae . 
> > 


von © verschieden. Entsprechendes gilt fiir &’. Ist d die Diskriminante 
des Fundamentalsystems, so schlieB}t man wie in § 2, daB bei der Dar- 
stellung einer durch d teilbaren Zahl alle Koeffizienten ganzzahlig werden. 
Die SchluBweise von § 8,1. liefert jetzt die Behauptung. 

Definition 5. Es seien & und &’ zwei algebraische Zahlenkérper 
und @ und @’ ideale Zahlen aus ihnen. Es sei méglich, einen gemein- 
samen Oberkérper © und einen gemeinsamen Unterkérper Ul von Y und 1’, 
sowie zwei Zahlen & und # aus GW und zwei Zahlen @’ und f’ aus GU’ so 
zu bestimmen, daB 


@=a:8, &' =a':p’ 
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wird, und daB, wenn o + 0 eine beliebige Zahl von GU und 

& =a,, B = B, (mod 0 wa, 

@=a,, fp =Bi(mode)ea’ 
ist, die Kongruenzen 

t,=«,, B,= (mode )eo 
bestehen. Dann sollen die idealen Zahlen @ und @’ gleich sein. Sind 
die Bedingungen nicht erfiillbar, so sollen @ und @’ als verschieden be- 
trachtet werden. 

Zu dieser Gleichheitsdefinition ist man erst berechtigt, wenn man 
nachgewiesen hat: 

1. Die Gleichheitsrelation ist reflexiv, symmetrisch und transitiv. 

2. Ist A = A’, so sind die Zahlen @ und ®’ dann und nur dann nach 
Definition 5 gleich, wenn sie im gewdhnlichen Sinne gleich sind. 

3. Zwei im gewohnlichen Sinne gleiche reale Zahlen sind auch nach 
Definition 5 gleich. Zwei nach Definition 5 gleiche reale Zahlen sind im 
gewohnlichen Sinne gleich. 

4. Gleiche Rechenoperationen sind mit gleichen Zahlen stets in gleicher 
Weise ausfiihrbar und liefern das gleiche Resultat. 

Die Richtigkeit von 1. und der ersten Hialften von 2. und 3. ist 
evident. Die zweite Hilfte von 2. schlieSt man sofort aus B. 

Fiir die noch ausstehenden Beweise beschrinke ich mich zunichst 
auf den Fall, daB die Kérper & und &’ nur die rationalen Zahlen ge- 
meinsam enthalten. Sind die idealen Zahlen @ und o’ nach Definition 5 
gleich, so folgt dann aus [., da die Zahlen & und @’ und ebenso die 
Zahlen # und #’ einander zugeordnete Zahlen von GB und GH’ sind. 
Aus A. ergibt sich jetzt 4. und die zweite Hialfte von 3. 

Damit ist der genannte Spezialfall erledigt. Tatsichlich hat nun die 
Voraussetzung, daB $i der Kérper der & und &’ gemeinsamen Zahlen 
sein soll, keine wesentliche Bedeutung; sie diente nur der Bequemlich- 
keit. Den noch fehlenden Teil des Beweises erhilt man mittels der fol- 
genden wichtigen Bemerkung: 


Die ganze in dieser Arbeit entwickelte Theorie bleibt be- 
stehen, wenn man den Kérper der rationalen Zahlen durch 
irgendeinen algebraischen Zahlenkérper ersetzt. Nirgends wurde 
von einer Higenschajt der rationalen Zahlen Gebrauch gemacht, 
die nicht in gleicher Weise den Zahlen jedes algebraischen 
Zahlenkérpers zukommt. 


In § 8 ist jetzt H—R und ait =: GR zu setzen. 
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Aus den Sitzen des § 8 folgt: Eine ideale Zahl eines Kérpers & ist 
dann und nur dann in &{ ein Nullteiler, eine ganze Zahl, eine endliche 
Zahl, eine Einheit, durch eine zweite Zahl teilbar, zu einer zweiten Zahl 
relativ prim, eine reale Zahl, wenn sie diese Eigenschaft in jedem andern 
Kérper, dem sie als ideale Zahl angehért, auch besitzt. Ist D der K6érper 
der & und %’ gemeinsamen Zahlen, so ist D der Ring der H und Y’ ge- 
meinsamen Zahlen. 

Dagegen hingt es von der Wahl des Kérpers & ab, ob eine ganze 
ideale Zahl eine Primzahl ist oder nicht. Es gelten die Siatze: 

Jede Primzahl p von GR ist eine Primzahl von GU oder das Pro- 
dukt mehrerer Primzahlen von G@U. Denn p ist eine endliche Zahl, aber 
keine Einheit. 


Jede Primzahl x von GY ist Teiler einer und, abgesehen von assoziterten 
Zahlen, auch nur einer Primzahl von GR. Denn = ist Teiler einer realen 
algebraischen Zahl «+0, diese Teiler einer rationalen Zahl b+ 0. Ist 
b = IIp, die Zerlegung von 6 in Primfaktoren in Gt, so ist mindestens 
ein Faktor p; durch a teilbar. Zwei nicht assoziierte Primzahlen von 
GR kénnen nicht durch z teilbar sein, weil sie relativ prim sind. 


§ 10. 
Konjugierte Zahlen. 


Oft ist es vorteilhaft, Untersuchungen der zwischen ®t und Y be- 
stehenden arithmetischen Beziehungen nicht im Kérper &, sondern im 
zugehérigen Galoisschen Kérper auszufiihren. Ich will hier auf diese Weise 
die Normen und Diskriminanten der idealen Zahlen einfiihren. 

Definition 6. Ist @= R(#) eine, als rationale Funktion von @ mit 
Koeffizienten aus 9 dargestellte, ideale Zahl von M%, so nenne ich die 
idealen Zahlen 


~@ ~ (") 


) (i) ~ (2) 2) (") 
a R(d"’), & = R(#' es Sateen a R(d -) 


die zu & konjug‘erten Zahlen, wenn 0, 9”, 


§l au o=—9” konjugierten Zahlen bedeuten. 

Diese Definition umfaBt offenbar die fiir die realen Zahlen von % 
giltige. Summe, Produkt und Quotient konjugierter Zahlen sind wieder 
konjugiert. Die elementaren symmetrischen Funktionen konjugierter idealer 
Zahlen sind symmetrische Funktionen von o”, cee a” mit Koeffi- 
zienten aus Rt, also Zahlen von Rt. Die Koeffizienten der Gleichung 


(E — a) (g i a™)...(€ fa a”) = (0, 


der & geniigt, gehéren daher Rt an. Man kann beweisen, daB diese Gleichung 
mit der in § 8,9. gefundenen iibereinstimmt. 


af a + 
.., @ die im Sinne von 
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Ich definiere weiter: 
Die zu R gehérende Zahl 


~ (3) 


~ (9) ~(n) 
«a ‘a x 


..a” = N(@) 
soll die Norm von & heiBen. 

Aus der Definition ergibt sich sofort: 

1. Die Norm einer ganzen Zahl & ist eine durch & teilbare Zahl. 

2. Die Norm eines Produktes ist gleich dem Produkt der Normen 
der Faktoren. 

3. Eine Zahl ist dann und nur dann eine Einheit, wenn thre Norm 
eine Hinheit ist. 

4. Die Norm einer Primzahl % von GY ist zu einer Potenz p* einer 
Primzahl p von GR assoziiert. Dabei ist k<n. Ist namlich H die 
Primzahl von @R, die durch = teilbar ist, so ist N(Z) ein Teiler von 


N(p) = p” 
Weiter definiere ich: 
Sind @,, &, ..., &, Zahlen von YW, so heiBt die zu R gehérende Zahl 
- 
| ~( ~(1) |* 
a, ~Q_ 
fF |. Sereey 4 
~ in ~ (" 
7 = 
die Diskriminante von @,,...,@,. Ist @,, @,, ..., @, ein © R-Funda- 


mentalsystem von GY, so heibt 
A(@,, @,, ..., ®,) = D(Y 


die Kérperdiskriminante von %. 


Ist 
T S't..@ ¢$=1, 2, n) 
: | —_— j } 
? 
so wird 
Bis Ge ++) HD é,;| -D(u 
Daraus folgt, daB D(H) ein Teiler von A(1, #, ..., &"~*), also eine 
5 \ ; 9 


endliche Zahl ist. Weiter folgt, daB die Kérperdiskriminante bis auf das 
Quadrat einer Einheit bestimmt ist. 


5. Ist t,, T,, ..., t, etm GR-Fundamentalsystem des durch eine 


endliche Zahl & erzeugten © U-Moduls, so ist 


A(T,, t., +--+, t,) = N(a) -D(H). 
Die Behauptung ist nimlich fiir das aus den Zahlen Ga,, ..., da, be- 


stehende Fundamentalsystem des Moduls evident. Zwei verschiedene 








Begriindung der algebraischen Zahlentheorie. 235 


Fundamentalsysteme miissen aber bis auf das Quadrat einer Einheit gleiche 
Diskriminanten haben. 


Auch die Siatze dieses Paragraphen bleiben giiltig, wenn man den 
K6érper durch einen beliebigen Unterkérper U1 von Y ersetzt. Bei diesem 
Ubergang andert sich natiirlich der Wert der Norm einer Zahl von % und 
ebenso die Kérperdiskriminante von &. Weiter hangt die Norm einer Zahl 
von Il auch davon ab, ob man sie als Zahl von il oder als Zahl von 1 be- 
trachtet. Macht man die Kérper, auf welche die Normen und Diskrimi- 
nanten sich beziehen, durch Indizes kenntlich, so wird offenbar 


Nx,x (&) = Ng,u (Nu, a (@)). 


Ist weiter @,, ©, ..., @, ein @R-Fundamentalsystem von Gil und 
T,;T,,---,T,, ein @U-Fundamentalsystem von GY, so bilden alle Pro- 
dukte @,t, ein G R-Fundamentalsystem von GY. Daraus folgt nach ein- 


fachen Determinantensatzen 
Dy (a )= Nau (Dy (A))- Dy (Ul). 
Zum Schlu8 beweise ich noch: 


Ist die Primzahl ~ von GR durch das Quadrat einer Primzahl von 
GY teilbar, so ist p ein Teiler der Kérperdiskriminante von %. 


Beweis. Es sei x das Produkt eines vollstindigen Systems nicht 
assoziierter, in p aufgehender Primzahlen von @Y. Dann ist x nicht 
durch p teilbar. Ist 


% = 4,0,+4,0,+...+4,0, 

die Darstellung von % durch ein @R-Fundamentalsystem von GY, so 
sind daher nicht alle Koeffizienten a, Vielfache von p. Sei etwa a, nicht 
durch @ teilbar. Dann ist 


A(#, Wy,..-,@,) = @?-D (A) 


nur dann durch p teilbar, wenn D(Q) es ist. Ist nun 6 eine in @ auf- 
gehende ideale Primzahl in dem zu U% gehdrigen Galoisschen Kérper, so 
ist 6 ein Teiler einer Primzahl von @W, die in p aufgeht, also auch ein 
Teiler von x. Ebenso ist, da Produkte konjugierter Zahlen wieder kon- 
jugiert sind und da j mit allen seinen Konjugierten iibereinstimmt, auch 
jede zu x konjugierte Zahl ein Vielfaches von 6. Die erste Spalte der 
Determinante, durch deren Quadrat 4(%, @,, ..., @,) definiert ist, ent- 
halt nur durch 6 teilbare Zahlen. Die Diskriminante ist daher, als Zahl 
von @R, durch p teilbar. 
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§ 11. 
Algebraische Funktionen. 
Die ganze in dieser Arbeit entwickelte Theorie gilt wértlich — man 
braucht nur das Wort ,,Zahl“ iiberall durch das Wort ,,Funktion“ zu er- 
setzen — fiir die algebraischen Funktionen einer Unbestimmten z mit 


Koeffizienten aus einem beliebigen Zahlenkérper 8. An die Stelle von 
@R soll also jetzt der Ring der ganzen rationalen Funktionen von z mit 
Koeffizienten aus § treten. 

In dem durch seine Beziehung zu andern Teilen der Mathematik be- 
sonders wichtigen Spezialfall, daB § der Kérper der komplexen Zahlen 
ist, ergeben sich einige Vereinfachungen der im allgemeinen Falle geltenden 
Satze. Diese haben ihren Grund darin, daB jede ganze rationale Funktion 
nach jeder Primfunktion von Gt als Modul zu genau einer GréBe aus 8 
kongruent ist und daB im Kérper 8 jede algebraische Gleichung eine 
Wurzel besitzt. Man erhalt die folgenden Satze: 

1. Jede Funktion vor GU ist nach jeder Primfunktion von GY als 
Modul zu genau einer Zahl kongruent. 

Beweis. Es sei x eine Primfunktion von @W. Dann sind zwei 
verschiedene Zahlen niemals mod x kongruent. Denn ihre Differenz gehért 
zu 8, ist also eine Einheit von GY. Andererseits ist jede Funktion @ von 
GW zu einer GréBe aus 8 kongruent. Denn geniigt @ der, nach § 8, 5. 
sicher vorhandenen Gleichung 


@* —G,0""*+...+4,=0 
mit Koeffizienten aus GR, so besteht eine Kongruenz 
~t ~nm—1 


— 9, @ +...+ 9, =0(modz) 


mit Zahlenkoeffizienten. Denn ist p die Primfunktion von GR, die 
durch z teilbar ist, so braucht man nur 


9; =4, (mod p) 
zu wahlen. Nun gibt es m Zahlen e,,¢,,...,¢,, deren elementare sym- 
metrische Funktionen g,,9,,---,g, sind. Fiir diese Zahlen ist dann 
@"* —g, @"*+...+9,=(@ — e,)(@ — e,)...(@ — e,)(modz). 


Einer der rechts stehenden Faktoren mu8 durch 2 teilbar sein. Es be- 
steht also eine Kongruenz 


@ = e,;(mod z). 


2. Jede Primfunktion von GR ist das Produkt von genau n Prim- 
funktionen von & YU. 








yy 
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Beweis. Hs sei 
p = Einheit-x*.x'*... ak 
die Zerlegung der Primfunktion # von G@R in Primfaktoren in GW. Aus 
Theorem I folgt dann, da jede Funktion von @ YU genau einem der immer 
lésbaren Kongruenzensysteme 


a ae a (=) = h-1 ki 
ES Oy + Oye Me +. Oe, MG (mod 2;*) 
geniigt, wenn «,. ein vollstandiges System mod a, inkongruenter Funktionen 


durchlauft. Alle Funktionen von && lassen sich nach 1. also mod jp ein- 
deutig in einer Form 


9.7, + 92% +--- +7, 


mit Zahlenkoeffizienten und / = 2k, darstellen. Andererseits ist, wenn die 


Funktionen @,, @,, ..., @, ein ® R-Fundamentalsystem von & Wf bilden, 
jede Funktion von G©W& auch mod p eindeutig in der Form 
9,9, + G9.@,+--- +9, @, 


darstellbar. Daraus schlieBt man / = n. 

Um den Zusammenhang mit den Reihenentwicklungen der Analysis 
herzustellen, wende ich jetzt die Ergebnisse des §7 an. Ich will mich 
dabei noch einer abkiirzenden Schreibweise bedienen: Es sei $$ einer der 
Kérper, in die & in § 7 zerlegt wurde, % eine zugehdrige PrimgréBe und z 
die EinsgréBe von $$, so daB also & die §$-Komponente der Funktion & 
ist. Fiir eine Gleichung 

e+ pet... —xe+iF4+ 


schreibe ich dann auch 
G+ B+... =x +14... (2). 
Nach Satz 1 und Zusatz 3 zu Theorem II besteht fiir jede Funktion @ 
von ©Y eine und nur eine Darstellung 
@=e,+¢a+e,2°+...(z) 
mit Koeffizienten e; aus 8. 
3. Ist p eine Primfunktion von GR und x eine in p aufgehende 
Primfunktion von GU, so kann man eine zu x assoziterte Primfunktion 0 
so bestimmen, daf eine Gleichung 5‘ = p(x) besteht. 


Beweis. Es sei 
p—e,%+¢,2*+...(2%), 


wo ¢,,@,.-. GréBen aus 8 bedeuten. Ist e, der erste von 0 verschie- 
dene Koeffizient, so kann man 6 so bestimmen, daB 


$= fat hatt...(z) 
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~k ~ ~ . o es e . k 
und o* = p(z) wird. Dazu hat man zunichst fiir /, eine der Zahlen y e, 
zu wahlen. Die Vergleichung der Koeffizienten gleich hoher Potenzen 
von % in den Entwicklungen von und 5° liefert dann Rekursionsformeln 
zur Berechnung von f,,/;,.-.-, die linear, also eindeutig lésbar sind. 
Durchlauft % alle nicht zu Z assoziierten Primfunktionen von GY, so 
fordere man weiter etwa 9 =1(%). Nach Theorem II gibt es eine Funk- 
tion 9, die diesen Bedingungen geniigt, und diese ist zu 2% assoziiert. 
4. Es seien x und 6 zwei Primfunktionen von GU, die in derselben 
Primfunktion p von GR aufgehen und fiir die 7+ 0(2) ist. Es set 
~k 7 -\. pd | — - 
x = p(x), o' = p(0). 
Bestehen die Entwicklungen 
O=e,+ena+en*+...(x), B@=—f,+f,0+f0'+.-.-(0) 


mit Koeffizienten aus 8, so kénnen, wenn u eine Unbestimmte, die bei- 
den Rethen 


Qi) P ok 2k | 
é& + ¢,u'+eutt+..., fo + f,u* + f,u?* + 
nicht tiberetnstimmen. 


Beweis. Wiirden die Reihen iibereinstimmen, so wiirden auch aus 

der Entwicklung irgendeiner Funktion 

a, + 4,3 4 ae" 
nach % und 6 gleiche Reihen entstehen. In dieser Form sind aber alle 
Funktionen von &{ darstellbar. Dem widerspricht, daB z. B. die GréBe z 
von 9 auf verschiedene Reihen fiihrt. 

Satz und Beweis gelten auch, wenn 2 und 6 assoziiert sind, aber 
a + 0(z) ist. Man kann, wenn k > 1, fiir 6 eine der GréBen Vi x mit 
Vi+l wiahlen. Diese Bemerkung zeigt, daB es stets n verschiedene, 
wenn auch zum Teil assoziierte, Primfunktionen % gibt, die in p auf- 
gehen und den Voraussetzungen von Satz 4 geniigen. 

Die Gleichung niedrigsten Grades mit Koeffizienten aus GR, welcher 
die Funktion #@ — durch deren Adjunktion zu fi der Kérper & entsteht — 
geniigt, sei 

Oo" + ¢,(x)-0°' 4+... +6,(2)=0. 
Dann gilt der Satz: 

5. Seiten 7,,%,-..,%, solche n verschiedene Primteiler der Prim- 
funktion p von GR in GY, fiir welche Gleichungen at — p(2;) bestehen 
und 7; + 2;(%;) ist. Es médgen die Entwicklungen 


c; = O,(B)(B), (j= 1,2, ..., 2) 
d = O,(%,) (%,) (i= 1, 2,..., m) 
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gelten, wobei C;(u) und 9;(u) Potenzreti :n in u mit Koeffizienten aus § 
bedeuten. Dann besteht fiir jedes Vielfache .a von ITk, und Unbestimmte u, v 


die Gleichung 
v® + C, (u™)-0®-1+...+C,(u*) = I(v — 9; (u™*)). 


Beweis. Aus der Definition von C,(u) ergibt sich sofort 
J 


~ki\;~ 
. ¢; _ C; (ai Ty }- 
Daher ist 
~\n | ~k p= \a-1 ~ ki) ~\ 
0;(2,;)° + C,(a*)- 9; (2;) +...+ C0, (2°) = 0(2,). 


Wegen der Eindeutigkeit der Entwicklungen folgt hieraus, daB die Reihen 
0,(u™'*) Wurzeln der Gleichung 


v* + C, (u™)-v®-1+-...+C,(u™)=0 


sind. Nun ist der Quotientenring der nach Potenzen der Unbestimmten u 
fortschreitenden Potenzreihen ein Kérper ll. Da nach Satz 4 alle Reihen 
0;(u™'*:) verschieden sind, folgt hieraus nach den Satzen der elementaren 
Algebra die behauptete Gleichung. 

AuBer den bewiesenen arithmetischen Eigenschaften braucht man zur 
Begriindung der analytischen Theorie der algebraischen Funktionen noch 
einen Satz, der aus den Eigenschaften des absoluten Betrages der 
Zahlen folgt: 


6. Ist u eine Unbestimmte und wird die Gleichung 
m4 9;; u* vo = 0, 
i,j=0 
deren Koeffizienten 3 angehéren und bis auf endlich viele verschwinden, 
durch die mit Zahlenkoeffizienten gebildete unendliche Reihe 


v=e,+eute,u*+... 


in dem Sinne erfiillt, daB bei formaler Entwicklung der linken Glei- 
chungsseite nach Potenzen von u der Koeffizient jeder Potenz verschwin- 
det, so gibt es eine positive Zahl h, fiir welche |\e,|<h* wird. 


Beweis. Da mit v auch v—e, einer Gleichung der betrachteten 

Art geniigt, kann man sich auf den Fall e, = 0 beschrinken. Dann ist 
Joo = 9. Setzt man 

0 = (¢€ 


, 
~+o )@, 


so erhailt man fiir v’ wieder eine Gleichung der betrachteten Art. Diese 
kann, wenn m => 0 die gréBte Zahl ist, fiir welche alle Koeffizienten g, ,, _; 
verschwinden, noch durch u™+! dividiert werden. Es entsteht dann die 
Gleichung 

y d ‘ 3 = 

DG, U'v 0 
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mit 


+f) ot — J [ @ ] 
1 Jd! hk dxi 


9,= ZGavrsi-s-eseel j J 9m+1+i—11%| 


Da die Reihenentwicklung von v’ kein von wu freies Glied enthalt, ist 
Joo = 0. Andrerseits kénnen die Koeffizienten g),, 9j.,---s9o.m+1 er 
Definition von m zufolge nicht saimtlich verschwinden. Es gibt daher 
eine gréBte Zahl m’ > 0, fiir welche alle Koeffizienten g/ | _, verschwin- 
den, und es ist m’<m. Setzt man weiter 


, 


v’ =(e,-+0”)u, 


, 


so ergibt sich entsprechend fiir »” eine Gleichung, welche eine Zahl m” < m 
liefert. Die Fortsetzung des Verfahrens fiihrt zu einer Folge nicht zu- 
nehmender Zahlen m,m’,m”,.... Von einer endlichen Stelle an miissen 
diese Zahlen iibereinstimmen. Da nun der Satz bewiesen ist, wenn man 
fiir irgendeinen Wert von / eine Zahl A kennt, fiir die lea2]|< h* ist, 
geniigt es, den Satz fiir den Fall zu beweisen, daB die Zahl m sich von 
Anfang an bei den obigen Substitutionen nicht andert, daB also 


, ” 


m=—-mr—-mM =... 


ist. — Die angegebene Formel fiir g,; zeigt nun, da8 nur dann m = m’ 
wird, wenn die Gleichung (m-+ 1)-ten Grades 


7 S om 
2 Im+i-te% =0 
t 


nur die eine (m -+- 1)-fache Wurzel e, hat. Da dann Jo m+1 0 ist, kann 
man ohne Einschrankung der Allgemeinheit 


1 
m+1 


Jo,m+1 = 
annehmen. Aus 


, ” 
Jo, m+1 = Jo,m+1 = Jom+i = -:> 


folgt dann 
— , ” ” 
3 €, = Dim Cs = Jim? €s = Gimr-+*: 
Nun ist 
: \ 
&k) — YS gik-1) J+t)\ Oe 
95; = Im +144—-t5+t ) jet, 
also 
/7+t\ /7+t+s)\ 
e® wv {J t\ J | — 
95; ~< Vu(m+t) +i-kj—kt—(k- 1)s—---,jtttat--- \ j / \ j+t | ed ag Ss te 


Ist g>1 das Maximum der absoluten Betrige der endlich vielen nicht 


l<h wenn 


k+1 


(j rae oe 
verschwindenden Zahlen (7 da. so ergibt sich |e _ 


te mi (t+s+...)b (m+t+s+...)! ee 
hii = 9 2 (m+t+s+...)! mitis!... laa 








~ » os 
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gesetzt wird. Dabei ist iiber alle Indizes zu summieren, fiir welche 
ki+(k—1)s+...gk+1 


wird. Statt dessen kann man auch 


Ayes = 9+ 9S |\eatpe,...| 
schreiben, wenn man alle Produkte bildet, in denen jeder Index héchstens 
gleich k ist und die Summe der Indizes k +1 nicht iiberschreitet. FaBbt 
man alle Produkte mit demselben ersten Faktor zusammen, so erhalt man 


yas =9 + {le )-(9-1e,| + 4,) +1 e|-(9-]e,-1| +A,-1) +--+} 
S39-{h,h, +h h,_,4---.+h,h,}. 
Mit Hilfe der Identitat 
bide ele —— 
aii (La 7 se i (ee r) 
schlieBt man hieraus durch Induktion 
-1,1 (2k—-2) 


‘ 2k 
hy S(39) 0 el gd, 


< (3g)"*-*-2°*-* < (69)". 


Man kann also h = 36g? setzen. 

Jetzt fehlt noch der Ubergang von der Unbestimmten z zur Varia- 
blen, die komplexe Zahlenwerte annimmt. Dieser erfolgt mittels der Be- 
merkung, da8 eine Gleichung, in der auBer GréBen eines Ringes eine Un- 
bestimmte vorkommt, richtig bleibt, wenn man die Unbestimmte durch 
eine beliebige GréBe des Ringes ersetzt, und daB andrerseits eine kon- 
vergente Potenzreihe nur dann iiberall verschwindet, wenn ihre Koeffi- 
zienten simtlich gleich 0 sind. 

7. Ist x eine komplexe Variable, so bildet die Gesamtheit der kom- 
plexen Zahlenwerte y, welche der Gleichung 


y* +c, (2z)-y*-!+...+6¢,(2)=0 

gentigen, eine analytische Funktion @(x) (oder ein System von solchen). 
Die Funktion 0(x) kann an fast jeder endlichen Stelle x, in genau n 
gewohnliche Potenzreihen nach x — x, entwickelt werden. An den Aus- 
nahmestellen, deren Anzahl endlich ist, ergeben sich n Rethen nach Po- 
tenzen einer Wurzel von x — Zp. 

Beweis. Durchlauft x, alle GréBen von 8, so bilden die Funktionen 
x — x, ein vollstandiges System nicht assoziierter Primfunktionen von GR. 





Auf j= x — 2, wende man Satz 5 an. Setzt man ‘dort u= Vz—z, 


eo 
so erhalt man n Reihen 0,(Vz—2), welche der Gleichung 
i eceatit dis 
V2—2z,)” +...+0,(2—2,)=0 


ki ——_—__. 
0,(V2—2z,) + C,(x — 2)-9;( 


Mathematische Annalen. 94 16 
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formal geniigen. Nun ist C;(2—,) die Entwicklung von ¢;(x) nach 
Potenzen von x — x, also C;(u™) eine abbrechende Reihe. Aus 6. folgt da- 


her, daB die Reihen 0,(Vz—2,) einen von 0 verschiedenen Konvergenz- 
radius haben. Sie geniigen also fiir jeden Wert von z im Innern des 
Konvergenzkreises der untersuchten Gleichung. — Die n erhaltenen Reihen 
sind, wie oben bewiesen wurde, samtlich verschieden. Weitere Reihen 


der Form 
o—————— Saw S np +) , 
0(Vz—2z,)=¢e,Vz-—-2% +e,Vz—z% +... 
mit positivem oder negativem ganzzahligen r, welche der gegebenen Glei- 
chung geniigen, gibt es nicht. Denn sonst miiBte O(u) der Gleichung 


O(u)"+C,(u™)-O(u)*' +...+0,(u™)=0 


geniigen. Da O(u) dem KG6rper Ul angehdrt, ist das nach 5. nur méglich, 
wenn Q(x) mit einer Reihe 0;(u™**') iibereinstimmt. — Sei y, irgendein 
Zahlenwert, welcher der Gleichung 


ye +¢,(%)-ye +... +¢,(z 0 
geniigt. Da 


¢;(x)=¢,;(x,) (mod xz —z 


j 0/GR 


ist, ergibt sich aus der in 5. bewiesenen Gleichung, wenn u = 0 gesetzt 


wird, 
v" + ¢,(z,)-v"-'+...+6¢,(z,) = (v — 9,(0)). 
Diese Gleichung zeigt, da®B y, eine der Zahlen 0,(0) sein muB. — Nach 


§10 wird k;=1, wenn x=2, kein Teiler der Kérperdiskriminante von 
W ist. 

Man erkennt jetzt leicht die Beziehungen zwischen der arithmetischen 
und der analytischen Theorie der Funktionen des Kérpers &. Zu jeder 
endlichen Stelle p der Riemannschen Flache % der analytischen Funk- 
tion #(x) gehdrt einer der Kérper $$ des § 7. Die Primfunktionen 2, 
fiir welche Gleichungen z* = x — x,(z) bestehen, erscheinen als den Srt- 
lichen uniformisierenden Variablen Vz —2, von % zugeordnet. Ersetzt 


man in den Entwicklungen nach Zusatz 3 zu Theorem II iiberall % durch 
. . e ° . : . 
Vx—2,, so geht jede ideale Funktion von & in ein Potenzreihensystem 


der folgenden Art iiber: Zu jeder endlichen Stelle p von % gehért genau 
eine Reihe des Systems. Diese schreitet nach ganzen Potenzen der drt- 
lichen uniformisierenden Variablen fort und enthalt héchstens endlich viele 


Glieder mit negativen Potenzen. Umgekehrt gehért zu jedem solchen 
Potenzreihensystem eine ideale Funktion von Y%. Die ganzen idealen 
Funktionen von & sind cadurch ausgézeichnet, daB im zugehérigen Potenz- 
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reihensystem keine Reihe mit negativen Potenzen beginnt. Die Potenz- 
reihen werden im allgemeinen nicht konvergieren, und auch wenn sie kon- 
vergieren, werden die Reihen eines Systems in der Regel nicht analytische 
Fortsetzungen voneinander auf % sein. Dieser Ausnahmefall tritt zunichst 
bei den realen Funktionen von & ein. Aber auch bei nicht realen Funk- 
tionen von %{ kann das System der Reihenentwicklungen nach § 7 in das 
System der Potenzreihenentwicklungen einer analytischen Funktion — ab- 
gesehen von den Entwicklungen fiir z=—oco — iibergehen. Man kann 
sogar jede ideale Primfunktion von G2 so wihlen, daB sie in diesem 
Sinne zu einer analytischen Funktion gehért. Man braucht dazu nur nach 
Weyerstra8 mittels Abelscher Integrale eine Funktion zu konstruieren, 
welche auf % eindeutig und iiberall im Endlichen regular ist und nur an 
einer vorgegebenen Stelle p eine einfache Nullstelle hat. 


(Eingegangen am 16, 7. 1924.) 


16* 











Zum Hilderschen Satz tiber I(x). 
Von 
F. Hausdorff in Bonn. 


Der folgende Beweis, da8 I'(x) keiner algebraischen Differentialglei- 
chung geniigt, diirfte wesentlich einfacher sein als die bisherigen (O. Hélder 
1887, E. H. Moore 1897, A. Ostrowski 1919; Math. Ann. 28, 48, 79). 

I. Es sei p(x) eine rationale Funktion, die fiir x = co verschwindet 
und kein Paar verschiedener Pole mit ganzzahliger Dijferenz hat. Dann 
kann eine Funktion y=y(x) nicht gleichzeitig einer algebraischen 
Differentialgleichung und der Differenzengleichung 
(1) y(z+1) — y(x) = ¢—(z) 
gentigen, auBer wenn (x) identisch verschwindet. 

Hierin ist fiir p(2) = M enthalten, daB ”’(x): I(x) keiner algebra- 
ischen Differentialgleichung geniigt. — Wir beweisen zuerst den Sonderfall: 

Hilfssatz. Hine rationale Funktion y(x) kann der Differenzen- 
gleichung (1) nur dann geniigen, wenn p(x) identisch verschwindet, also 
y(z) konstant ist. 

Beweis. Hat y(x) Pole im Endlichen, so sei in einer Reihe mod 1 
kongruenter Pole « der erste (mit kleinstem Realteil), 6—a-+m der 
letzte (m ganze Zahl >0). Nach (1) sind dann « —1 und # Pole von 
p(x), gegen die Voraussetzung. Also haben y(xz) und p(2) keine Pole 
im Endlichen, (x) verschwindet. 

Nun sei 

f(2,Y,Y%y>--+y,) =0 
eine algebraische Differentialgleichung, der y geniigt \y, = ot usw.); der 
Differentialausdruck linker Hand, den wir abkiirzend auch f(z, y) oder f 
nennen, sei also eine Summe von Gliedern 


A(x) Y¥ = A(x)y™y™...y™ 


¥ 














8) 
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mit ganzen Exponenten n, > 0 und rationalen Koeffizienten A(x). Nach 
der Dimension 


d=n, +n, +... +, 
f=fatfa-asrt---t+hy, 


wo also f, die Summe der Glieder héchster Dimension d bedeutet; unter 
simtlichen Gleichungen f== 0, denen y geniigt, nehmen wir eine solche, 
wo die héchste Dimension d méglichst klein, unter diesen eine solche, 
wo die Anzahl der verschiedenen Glieder von f, méglichst klein ist, und 
setzen den Koeffizienten eines dieser Glieder gleich 1: 


{,= Yp+ 4,(2)¥,+.... 


Wenn nun y zugleich der Differenzengleichung (1) geniigt, so geniigt 
sie auch der Differentialgleichung g = 0, wo 


spalten wir 


g=f(et+lyt%, 9, +%.---¥,+,) 
\ 


ma (144444...) Me+ Ls): 


hier ist gy, = =, ... und 4 der Differentiator 
_— oe es. Sy a 
. = Poy © Ps oy, , @° ey Pv oy,’ 


der offenbar die Dimension um 1 erniedrigt. Danach wird g = g,+-9,_,+.-.- 
und 


Ga=fa(@ +1, y)=%ot+ A, (+1) ¥,+.-.--; 
dann mu8 aber identisch g=f sein, da andernfalls g-—-f das Glied Y, 
nicht enthielte und also entweder weniger Glieder héchster Dimension d 
als f'oder nur Glieder von Dimensionen < d hatte, im Widerspruch zur 
Wahl von f. Demnach ist identisch 


f(z, y) —_ (144 1 <. +: x f(x a i l, y) 
und bei Trennung nach Dimensionen 
fa(z,y)==fa(z +1, y), 
fa-1(@,y) =fa-s(@ +1, y) + 4t,(2 +1, 9). 
Die erste dieser Gleichungen sagt, daB f, konstante Koeffizienten hat. 


Die zweite besagt: wenn irgendein Glied Y in f,_, den rationalen Koeffi- 


zienten B(x) und in if den konstanten Koeffizienten a, hat, so ist 
cS 


(2) B(x) — B(x+1)=ap+a,9,+...+ a9. 


Hier steht rechts eine Funktion wie ¢ selbst (die im Unendlichen ver- 
schwindet und keine Pole mit ganzzahliger Differenz hat). Der Hilfssatz 
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sagt, dab B(x) konstant und die rechte Seite identisch Null ist; wenn aber 
g(x) einen Pol im Endlichen hat, so lehrt die Betrachtung des zugehérigen 
Hauptteils, daB gm und seine Ableitungen linear unabhangig sind, die rechte 
Seite von (2) also nur fiir a=... = a,= 0 identisch verschwindet. Dann 
hat also jedes Glied Y in ee den Koeffizienten 0, d.h. alle Ableitungen 
von f, nach y, y,,---,¥, verschwinden identisch und die héchste Dimen- 
sion ware d=(, was absurd ist. 

Damit ist I bewiesen. Der Satz bleibt noch richtig, wenn man die 
rechte Seite von (1) durch y(x)+ a(2) ersetzt, wo a(x) ein Polynom 
ist; man erkennt das durch Betrachtung von y — , wo » die Polynom- 
lésung von »(x-+1)— y(2)=-2(a) ist. Man kann diese Verallgemeine- 
rung auch so aussprechen: 

Il. Es sei p(x) eine rationale Funktion, die im Endlichen kein 
Paar verschiedener Pole mit ganzzahliger Differenz hat. Dann kann eine 


Funktion y(x) nicht gleichzeitig einer algebraischen Differentialgleichung 
und der Differenzengleichung 


(1) y(x#+1)—y(2r) = ¢(2) 
geniigen, auBer wenn ~(x) ein Polynom ist. 

Um noch den SchluB von I’: I auf I” selbst zu erledigen, haben 
wir zu beweisen, daB mit y auch die logarithmische Ableitung z= 3 


einer algebraischen Differentialgleichung geniigt; auch dies laBt sich sehr 
kurz und ohne Eliminationsschwierigkeiten machen. Da bekanntlich z und 


Y, 


‘ ‘ _ , 
seine Ableitungen z,, ..., z,-, Polynome in gritty sind und umgekehrt, 


so ist zu zeigen: 


Ill. Wenn die Funktion y einer algebraischen Differentialgleichung 
gentigt, so geniigt sie auch einer homogenen (mit lauter Gliedern gleicher 
Dimension ). 

Wir ordnen die linke Seite der Differentialgleichung f= 0 (die wir 
als Polynom in z, y,...,y, annehmen kénnen) nacu Dimensionen 


f=fo+ fo-1t+--- +f» 
D sei die héchste, d die niedrigste vorkommende Dimension; wir nehmen 
einen Differentialausdruck mit kleinster Dimensionsspanne D—d und 


unter diesen einen von kleinster Ordnung ». Nun geniig. y auch der 


Differentialgleichung g = ze 0, wo der Differentiator 


qd 4 ‘y7 a 
Ja "ie Vet Yuta Fy, 
k=0 & 
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die Dimension nicht Aandert, also 


9 = 9+ 9p-1 +-+- + Ga 
mit g, fe Die Verbindung f,g — fg, mu8 identisch verschwinden, 
da sie andernfalls eine Dimensionsspanne < D —d hatte. Insbesondere 
ist hierin der Koeffizient von y,,, (welche Ableitung in g nur linear auf- 


tritt) identisch 0, d.h. f, 3 feud, 2 (£) —0, so daB die ratio- 
; 


dy, . dy, \ 
nale Funktion os ‘. Quotient zweier Polynome ¢, y ist, die y, nicht 
d a 


enthalten. y geniigt der Differentialgleichung yf=gf,=—0, aber nicht 


der Differentialgleichung g= 0 von einer Ordnung <¥y, sondern also 
der homogenen Differentialgleichung /, = 0. 


In fast ebenso einfacher Weise kann man zeigen, daB y auch einer 
(homogenen und) ¢sobaren Differentialgleichung geniigt, d. h. einer solchen, 
in der alle Glieder das gleiche Gewicht n,+ 2n,+...-+-»n, haben. 


Bonr 9.Dezember 1924. 


(Eingegangen am 10. 12. 1924.) 











Zum Hilderschen Satz iiber I(x). 
Von 
Alexander Ostrowski in Gottingen. 


In den folgenden Zeilen gebe ich eine wesentlich kiirzere und ein- 
fachere Fassung meines Beweises') des bekannten Hdélderschen Satzes, 
da8 I’(z) keiner Differentialgleichung geniigt, deren linke Seite ein Polynom 
in der unbekannten Funktion und deren Ableitungen nach z mit alge- 
braischen Funktionen von 2 als Koeffizienten ist. Wir kénnen uns auf 
die Betrachtung solcher Differentialausdriicke beschrinken, deren Koeffi- 
zienten speziell Polynome in z sind, und nur an solche denken wir, wenn 


1) Neuer Beweis des Holderschen Satzes, dab die Gammafunktion keiner algebra- 
ischen Differentialgleichung geniigt. Math. Ann. 79 (1919), S. 286-288. Durch cine 
liebenswiirdige Mitteilung von Herrn Hausdorff bin ich auf ein Versehen aufmerksam 
gemacht worden, das sich in diese Note eingeschlichen hat, sich aber, worauf mich 
auch Herr Hausdorff hingewiesen hat, leicht berichtigen la8t. Am einfachsten ge- 
schieht dies wie folgt: die Zeilen 11 v. u. bis 9 v. u. auf Seite 287 (,,Insbesondere 
kann ...“) sind zu streichen, auf Seite 288 sind aber die vier letzten Zeilen durch 
folgendes zu eraetzen : 

»Da dies nach (3) durch D(x) x? teilbar ist, 2*-1f,., _~,(y;z) aber in x 
héchstens vom Grade d—1 ist (weil fy,,.,-,(y;x%) von x unabhingig ist), muBb 
fi.o.o—1 (Ys z)identisch verschwinden. Dann folgt aus(3): fz,,-,(y; 2+1)=fa,9-,(y;2) 
so daB auch f,,-, von z unabhingig ist. Genau ebenso weiter schlieBend, sehen 
wir, daB alle f,,,_, von x unabhingig sind, so daB x in f(y, y’, y”,...; x) explizite 
nicht vorkommt. Dann aber ist die Identitit (3): 


f(xy, ey’+y, zy”+2y’,...)=2°f(y,yy”, ---) 
unmdglich, da fiir z= 0 ihre rechte Seite identisch in y, y’, y”,... verachwindet, 
wahrend die linke Seite in f(0, y, 2y’,...) tibergeht, und daher nicht identisch in 


, 


y, y’, y”, ... verschwinden kann, da sonst f durch z teilbar, also reduzibel sein wiirde*. 
— Ferner heiBt es S. 288, 8. Z. v. o. statt (a, >a, > a,...): (Ra, >Ra, [>Ra, =>...); 
13. Z. v. 0. statt (2 —(a,—1)): (2 —(a,—1))® und 21, Z. v. 0, statt D(x): D(a). 
Indessen diirfte heute dieser Beweis neben der im Texte gegebenen Fassung, 
zu deren Auffindung mich die durch die Mittedung von Herrn Hausdorff veranlaBte 
Wiederaufnahme der Frage gefiihrt hat, kaum noch Interesse verdienen. 
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wir im folgenden von Differentialausdriicken oder Differentialgleichungen 
sprechen. 

Wir bezeichnen die unbekannte Funktion mit y und deren Ableitungen 
yy", ---,y™,... baw. mit y,, ¥,.--, ¥,--- Dann heiBt von zwei ver- 
schiedenen Potenzprodukten in y, y,, Y,, -- 


A(x)y™ymym..., A(ax)ytymy™..., 


das erste héher als das zweite, wenn die letzte nicht verschwindende unter 
den Differenzen n, — n,., n, — 7,,-.. positiv ist. Die dadurch definierte 
Anordnung der Glieder eines Differentialausdrucks ist offenbar transitiv 
(d. h. wenn ein Glied héher als ein anderes und dieses héher als ein drittes 
ist, so ist das erste auch héher als das dritte), so daB man vom héchsten 
Glied eines Differentialausdrucks sprechen kann. 


Unter allen Differentialgleichungen, denen J"(x) geniigt, greifen wir 
diejenigen heraus, deren hdchstes Glied am niedrigsten ist*). Ist das 
héchste Glied einer solchen Differentialgleichung 


((Ys Yys Yqr ---3 2) =O 


etwa gleich 


A(z)y™ymym..., 


so kénnen wir auBerdem annehmen, daB der Grad von A(z) so klein wie 
méglich ist und daB A(z) den héchsten Koeffizienten 1 hat. Dann ist f 
sicher weder durch y noch durch einen Linearfaktor 2 — a teilbar. Hat 
eine andere Differentialgleichung f=0, der I(x) geniigt, das héchste 


Glied A(x)y"y™..., so ist A(x) ein Teiler von A(x) und es gilt 
= A(2) ps 
[= A (x) 7 


Wegen der Funktionalgleichung (2 +1) = 2I"(x) geniigt (x) auch 
der Differentialgleichung f(x I"(x)), (xI(x))’, (x T(2))", ...52+1)=0, 
d. h. 

f(xy, zy, + y, zy, + 2y,,...;2+1)=0, 


deren linke Seite aus f(y, y,, Y.,---; %) hervorgeht, indem fiir y, y,,...; # 
bzw. gesetzt wird: 


(1) y=zy, ¥,=7Y,+Y, Jo=7T¥,+ 2y,,...5 F=z+1. 

*) Sie sind also von niedrigster Ordnung, unter denjenigen von niedrigster Ord- 
nung von niedrigstem Grade in bezug auf die héchste vorkommende Ableitung usw. 

*) Denn ist A(z) =QA(x2)+P, wo Q und P Polynome sind und der Grad 
von P niedriger als der von A (a) ist, so hat der Differentialausdruck f— Qf ein nie- 
drigeres héchstes Glied als f, oder aber der Grad des héchsten Gliedes von f—@Qf in 
bezug auf z ist kleiner als der Grad von A(x) — sofern f—@Q/ nicht identisch 
verschwindet. 
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Wir werden diese Substitution mit S bezeichnen und das Resultat ihrer 
Anwendung auf g(y,¥,, ¥,,-..; 7) mit Sg. Ist B(x)y™y™... irgend- 
ein Potenzprodukt in y, y,, ¥,,.--, 80 ist offenbar das héchste Glied von 
SB(x)y™y™... gleich 2™B(x+1)y™y™... (m=m,+m,+...). 
Daher ist das héchste Glied von Sf gleich x" A (x +1) y™y™..., unter n die 
Summe n,+ m,-+... verstanden. Folglich mu8 nach dem oben Bemerkten 


+ ein Polynom D(z)=2"-+-... sein, und es gilt dann 
- 5 
(2) Sf=D(z2x)f. 


Um aus Sf wieder f zu gewinnen, hat man offenbar z, y,...,y,,... 
resp. zu ersetzen durch 


y 9, (Y> Ya» -- +3 2) 


z—l, - a éene 
o—% (a—1)" 


wo g, Polynome in y, y,,..., 2 und m, ganze Zahlen sind‘). Fiihrt man 
(2) diese Substitution aus und multipliziert beide Seiten mit einer ge- 
eigneten Potenz von x —1, so ergibt sich fiir ein ganzes a > 0 


(x—1)*f(y,y,,---3 7) = D(x—l) gly, y,,---5 2), 


wo g ein Polynom in y, y,,...,% ist. Daraus folgt, daB D(a — 1) keine 
von 1 verschiedene Wurzel « haben kann, da sonst f fiir x = a identisch 
in ¥, ¥,,--- Verschwinden und daher durch x—a teilbar sein miiBte. 
Daher ist D(x)= 2" und 


(3) f(zy, zy, + y, ry, + 2y,,..-5; 2+) Hz" lly, Yys Yo: ---5 2)- 
Wir setzen hier y = 0 und vergleichen in der entstehenden Identitat 
f(0, zy,, ry, +2y,,...;24+1)=2"f(0,y,, %,---3 2) 


die hdéchsten Glieder auf beiden Seiten. Ist das héchste Glied von 
£(0,Y,,Yq,---3 @) etwa C(x)ybyh..., so folgt 


rhtht--O(e+ 1)ybyh...=2"C(x)yhyb... 


und daher, wenn wir auf beiden Seiten die Gradzahlen in bezug auf x 
vergleichen, J, +-1,+-...=—n, C(xa+1)=C(zx), so daB C(x) eine (von 0 
verschiedene) Konstante C ist®). Daher ist f(0,y,, y.,.-.;2) sicher 


*) Man beachte, daB bei sukzessiver Auflésung der Gleichungen (1) nach 
Y¥,¥Y,, --- jedesmal durch 2 = Z%—1 zu dividieren ist. 

5) Weil namlich C(z) fiir alle ganzzakligen Werte von x denselben Wert C(0) 
haben muB. 
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nicht durch z—1 teilbar, und /(0,y,,y,,.-.; 1) verschwindet nicht 
identisch. Setzen wir aber in (3) x= 0, so folgt 
f(0, y, 2y,, 3y¥_,.--; 1) =0, 


oder, wenn wir in dieser Identitit y, 2y,, 3y,,... bzw. mit y,, Yq, Yg, --- 
bezeichnen, 
fi 0, Yis Yor+++s 1) = 0 


im Widerspruch zum eben Gezeigten. Damit ist der Héldersche Satz 
bewiesen. 


Géttingen, Dezember 1924. 


(Eingegangen am 10. 12. 1924.) 








Uber zwei bei der Variation der Doppelintegrale 
auftretende Invarianten. 
Von 
Lothar Koschmieder in Breslau. 


I. Ober eine Verallgemeinerung des Rauminhalts-Begriffes. 


P. Funk und L. Berwald*) ordnen bei dem Variationsprobleme 6J = 0 
dem ,,Langen“‘-Integrale 


(1) j= {P(w, ©, ar *) at =| Pat 
ein zweites Integral 
(2) K=ff{VF°F, dudv*) 


als ,,Flaicheninhalt“ zu. Dieser Name rechtfertigt sich dadurch, daB, 
wenn J die gewdhnliche Bogenlange 


(3) L= f VEu'* + 25u'v’ + Gv" dt, u 





, au P dv 


= v=>— 

dt’ at 
auf einer Flaiche f bedeutet, die nach der Vorschrift (2) berechnete 
GréBe K wirklich gleich einem Flachenstiicke 


(4) M= ff VEG — F* dudv 
auf | ausfallt. 

Im folgenden will ich dieses Ergebnis von dem einfachen Integrale J 
auf ein beliebiges Doppel-Integral 


Cae Oz, O2%, O2%, Ox, 92%, O02, 
(! = DP | —— me 3 ; eo #1) 
5) P f P\X,, Xz, Xs, Gu,’ Ou,’ du,’ Ou,’ Ou,’ Iu, du, dus 
={{ eau, au, 


*) Flacheninhalt und Winkel in der Variationsrechnung, Lotos (Prag) 67/68 
(1919/20), 8. 45—49. 

*) Mit der in der Variationsrechnung iiblichen Bezeichnung, vgl. A. Kneser, Lehr- 
buch der Variationsrechnung (1900), S. 52. 
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iibertragen, dessen erste Variation unter den iiblichen Voraussetzungen 
iiber den Integranden ®*) verschwindet. 

Hierzu ist erst festzustellen, welcher geometrische Sachverhalt dem 
Verhaltnisse der Formeln (3) und (4) bei Erhéhung der Zahl der Aus- 
dehnungen um Eins entspricht: Es sei ein dreifach ausgedehnter Riemann- 
scher Raum 3, mit der MaSbestimmung 


(6) ds*—a,,dz,dx,, 4, = 4, (%,, %, %) 

gegeben. In (6) ist — wie auch in Zukunft stets, wenn es nicht aus- 
driicklich anders bemerkt wird — iiber doppelt auftretende Zeiger zu sum- 
mieren; dabei bezeichnen wir Marken, die die Werte 1, 2, 3 annehmen, 
mit +,%,..., zum Unterschiede gegen Marken p,q, denen die Werte 
1,2 zu erteilen sind. Ein Flachenstiick einer in It, zweifach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit IN, mit der Parameterdarstellung 


(7) t= y;(U,, Uy) 
ist *) 
(8) 0=JfVA,, 4,4, du, du, . 


A;, bedeutet o algebraische Ergainzung des Elementes a,;, in der De- 
cantiindhbe A= |a,,|, und es ist 


A a 0 (gy Ly) ‘ __ O(a» 2%) ; d(x, Xe) 
1 8 (thy , ty)? ’ 0 (uy, My)” 5 8 (ty, thy) ” 
Ein Raumteil von M, ist durch den Ausdruck dargestellt 
(9) R=JSfJVAdz,dz,dz,. 


Nun zeigt die Rechnung (§ 1), daB der Integrand des Integrales R 
aus demjenigen des Integrales O bei dem Ansatz 


(8a) ®=VA;, 4,4, 
durch die Operation 


(10) VA= OVO 9% oi, 


hervorgeht, wo mit positiver ne, F 
J > = < — 
{j= V4i+ 45+ 45 


ist®). Wir kénnen daher dem beliebigen Doppelintegrale (5) ein dreifaches 
Integral 


(11) Q = - {{fevens 11 Py — 9 D1. 2 dz , 42, dx, 


3) Ebd. S. 264. — S. u. (17) 

*) Vgl. z. B. R. W ‘oukin Invariantentheorie (Groningen 1923), S. 339. 

5) Die Bedeutung der Zeichen #,, 8. a.a.0.*), 8.283. — Die GréBen 4A; mogen 
nirgends zugleich verschwinden. 
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zur Seite stellen, das, invariant gegen Punkt- und Parametertransfor- 
mationen (§ 2), als ,,Rauminhalt“ bezeichnet werden kann, sofern man 
die Gré8e (5) als ,,Flachenintegral“ ansieht. 

Der Radikand in (11) wird positiv angenommen und die vierte 
Wurzel reell so ausgezogen, da8 der Integrand positiv ausfallt. Im iibrigen 
ist, entsprechend ahnlicher Erklarung*) des Integrals (2), das “ntegral (11) 
wie folgt zu bilden: Man erfiillt das raumliche Integr .tic sgebiet mit 
einer einfach unendlichen Schar von Flachen 


(12) 2,= O;(u,, U,, @) 


so, daS durch jeden Punkt genau eine Fliche der Schar hindurchgeht, 
und entnimmt die im Integranden von (11) auftretenden A- gumente 22; /0u 
aus (12). Der ,,Rauminhalt“ ist im allgemeinen von der Wahl der Flachen- 
schar (12) abhiangig; dies ist indessen nicht der Fall, wenn P im be- 
sonderen die Bedeutung (8) besitzt. 

Wir setzen von jetzt ab 


- o 
Om = O° x . 
Ou,  — *P? Oupdu, “%Pa" 
Zeiger i, ..., die sich um Vielfache von 3 unterscheiden, sind als gleich 
anzusehen; ebenso Zeiger p, ..., die sich um Vielfache von 2 unterscheiden. 
§ 1. 


Herleitung des Zusammenhanges (10) zwischen den Integranden des 
Flachenintegrals (8) und des Raumintegrals (9). 


Handelt es sich um das Integral (8), so erhalt man aus (8a), wenn 
man voribergehend 


_ - P \p+1 
C,=0, Cras = (— 1) 2149 p41) Ci4_=(— 1)” Titi pti? 
oon - q +1, 
¢,=0, ©, 4, (—1) 249 g+a €,,.=(-—1)* Vita gti 
setzt 
, a® 
2 Ox, Amn Om An : 


Eine weitere Differentiation ergibt *) 


g* a*@ | Ann Cn ©, Ann Ca 4 
D cemmimaintgnne = 
OX), p 9X1, 4 Agn€n 4, Ann 4a 4s 
| Ayn Gn Agn Gn Agn Sn Cc, G 3 
1] Arn 4n ben 4n 4e2 42 || 4, 4, 4; 
— Ay, Ajn | G Ca | G, G, | 
— \Anx Ann} | 4: 4n Ay 4,\”’ 


*) Hier ist links iiber 1 nicht zu summieren. 
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5 
also 
‘ 3 28°® a P 
(13 D* ——____ = g,, A(—1)""* z, / 
OX), p OX1, 4 in A( 1) © pti Te g+1 4 4 
Die GréBen 
i, Uy Xo ; b, 


sind die Koeffizienten der ersten Grundform B der Flache (7), die das 
Quadrat des Linienelementes do auf ihr darstellt, 


do*=f=b,, du,du, . 


Bezeichnet man die algebraischen Erganzungen der Elemente b,, in deren 
Determinante 


B=|b,,| 
mit B,,, so geht (13), weil (8a) mit dem Ansatze 
(8b) &d’=VB 
gleichwertig ist*), iiber in 
o-®? 2B 
—— = Ad; 2, *) 





14) Om Se oe AS. 


Aus (14) und (8b) folgt die zu beweisende Beziehung (10). 


§ 2. 
Invarianz des ,,Rauminhalts“* (11) bei Punkt- und Parameter- 
transformationen. 
Bei einer Punkttransformation 
. , , 4 
B= ¥,(2,, Fey Ze) 
setzen wir 
{ ozx,\ { ér, Oxf éx!\ 
(15) P(x, ~~ Plr,, * #) =o (24, ‘) 
\ eu, \ Oxy Ou, ou, 
und bezeichnen allgemein mit f’ die Funktion, die aus ©’ und den 
, ¢ x; ¢ "@; . . > i = P x 
Zi, Sw - te ebenso gebildet wird, wie die Funktion f aus ® und 
cu cl Cu - 
pou, 
OL; a” x, 
den z,,——, ;,»-...- Ist dann 
. Ou, Cb,0U, 


D- 0 (2,, ©), 2) 0 
O(a, 23, 2) 
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die Determinante der Transformation, so bewirkt diese, da8 


" 4* Ge ; 
(16) ,,.= 555" >) 

dz,dz,dz, = Ddz,dzxjdzj, 
also wirklich 





4,—_“_-— 
2 ’ ‘ , ‘2 
# V0, 0,,—® 
1" dz, dz, dz, = - ——— dxidx,dz; 
wird. 
Wenn wir dagegen eine Parametertransformation 
u,=u,(%,, i, ) 
mit der Determinante 
O(u,, My) = aa 
(%,, %) D>0 
vornehmen, so ist auf Grund der Parameterinvarianz*) des Integrals (5) 
/ a f Fr \ a 
(x, 2%) — Ole, °@ 2S)... of, 23): .. = 
OU, ' .* 


a , 


8 Ot, Ou ou,/ D > 
kurz 
(17) =D ®, 
(18) ®,, D,, — Di, = D,, D,, — V},,*) 
(19) A=QDA4, 
wenn /f diejenige Funktion bedeutet, welche aus ® und den 
%, ia ie ,-+- nach derselben Vorschrift gebildet wird, wie f aus ® 
Ox; a x; 


und den z;, Aus (17), (18), (19) folgt in der Tat 


——. He eee 
Ou, Ou, Ou, 
Se 

@V,, %,,— %,, 
1 # —# dr, dz,dz, = — 


OV, t5— 
A A 


®,, 
“dz,dz,dz,. 


II. Uber die mittlere extremale Flachenkrimmung. 


Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, von der Variation eines beliebigen 
Doppel-Integrals (5) ausgehend, zu derjenigen Differentialinvariante zu 
gelangen, welche der von G. Landsberg*) bei der Variation einfacher Inte- 


*) M. Fujiwara, Uber die invariantentheoretische Bedeutung der Lagrangeschen 
Gleichung des Variationsproblems fiir Doppelintegrale, The Téhoku Mathematical 
Journal 1 (1911/12), S.8—18. Siehe dort 8.12. — Wegen weiterer Literatur iiber 
Invarianten bei der Variation vielfacher Integrale vgl. meine demnichst in der ,.Math. 
Zeitschrift“ erscheinende Arbeit dariiber. 


%) A. a. O. 7), S. 18. 
®) Uber die Kriimmung in der Variationsrechnung, Math. Annalen 65 (1908), 
8. 313—349. 








au 
au 


an 
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grale gefundenen und von ihm als ,,extremale Kriimmung“ bezeichneten 
Differentialinvariante 
T 10 


Vr’ F, 
entspricht. 

Hierzu bedienen wir uns der Funktion W **), mittels deren sich die 
drei, durch ihr Verschwinden die Extremalen des Integrals (5) kennzeich- 
nenden Ausdriicke 

ao ag @ a@ 
ti aa; ne Ou, OX, 


in der Form darstellen lassen 





(21) W,= 4,W. 
Dabei ist **) 
(22) W=-—Y-—Z, 
(23) Z— Aes SPs, 
und fiir die Funktion Y gilt 
(24) Y,= 4,Y, 
wenn 
‘ “pre a*e a® a*® 
(25) Y= %1 \9m,,0%% i592) "4,952, Oz, 


gesetzt wird. 


Bei Punkt- und Parametertransformationen zeigt die GréBe W in den 
Bezeichnungen I, § 2 das durch die Formeln 


(26) Ww’ = DW, **) 
(27) W=W 
ausgedriickte Verhalten; (27) folgt aus der Beziehung W,=—D W,**) und 
aus (19) 4;— D4; in Verbindung mit (21). 

Mit Hilfe der Funktion W ist das gesuchte Gegenstiick der GréBe (20) 
anzugeben: es ist dies der Ausdruck 


(28) De < ec 





4,—_————_; 
® V4, Py. — ?,, 


#®) A. a. O. *), 8. 329. Wegen der Bezeichnung s. 0. Bolza, Vorlesungen iiber 
Variationsrechnung (1909), S. 346. 

11) G. Kobb, Sur les maxima et les minima des intégrales doubles, Acta mathem. 
16 (1892/93), 8. 65—140. Zum Ubergange von Kobbs Bezeichnung zu der unsrigen, 
abgeiinderten setze man (S. 79, (14)) G= W, (S. 74, (8)) F, = %,,/4* usw. 

%) A. a. O. %, 8. 12. 

*#) Ebd. 8. 14 in etwas anderer Bezeichnung. 

Mathematische Annalen. 94. 17 
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Die Invarianz der GréBe H gegen Punkt- und Parametertransformationen 
ist leicht zu bestatigen; aus (15), (16), (26) folgt 


H=H’, 
us (17), (18), (19), (27) entnimmt man 
H=H. 


Die Forme] fiir die erste Variation eines Doppelintegrals (5) bei fester 
Begrenzung 
dP = ff W4,6z,du, du, *) 


nimmt durch Einfiihrung der GréBe H die Form an 


P= —ffHV®,, %,,— GF,“ 52,aP. 


Hierneben halten wir den Ausdruck der Variation der Oberfliche (4) 
6M=—Sfo45z,aM,”) 


in der § die mittlere Kriimmung bedeutet. Beriicksichtigt man, daB 
beim Integrale M 

> — VEG — F", 
G —F € _ 16) 


~ jeo-—e ” YVeo-y @ Veo-s° 


11 


also 


®,, ®, ,— %,=1 


ist, so legt es die hieraus arsichtlioke Ahnlichkeit der Formeln fiir 6P 
und 6M nahe, die fiir irgendeine Flache z,=— 7,(u,,u,) berechnete In- 
variante H als deren ,,mittlere extremale Kriimmung“ hinsichtlich des 
Integrales P zu bezeichnen. 

Zum Schlusse rechtfertigen wir diesen Namen durch den Nachweis, 
daB die auf das Integral (8) bezogene mittlere extremale Flachenkriim- 
mung H, wirklich in die mittlere Kriimmung f einer im Riemannschen 
Raume (6) gelegenen Flache (7) iibergeht. 

Die letztere driickt sich mit Hilfe der Hauptkriimmungsradien *’) 
r,, 1, der Flache (7) durch die Formel 





4) A. a. O. %), S. 80. 

1) Vgl. z. B. W. Blaschke, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie 1 (1921), 
8. 165. Ich ersetze dort 2H durch 9. 

1%) A. a. O. *), 8. 283. 

17) Vgl. L. Bianchi, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie, iibersetzt von M, Lukat 
(1899), S. 600—609. — h ist der Skalar der mittleren Kriimmung; iiber deren Vektor 





a 
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aus. Versteht man unter w,, die Koeffizienten ihrer zwezten Grundform 
@ : o,,du,du,, 


setzt also unter Verwendung der Dreizeigerzeichen erster Art I, ,, **) 


9G ) — — - - 7 - 19 
(29) Oy 4 is op = Bi, Ui ng ok r Dy ix Vi, p Trg Se ) 
wo 

‘ » Are A, 

(30) 6. = -——— 
; }AB 


den Einheitsvektor der Flichennormalen**) darstellt, so ergeben sich r,, r, 
als Wurzeln der quadratischen Gleichung **) 


b, —TO,, db. — F Wy | 


boy — 7... Dag — 1 gs | — 
Aus dieser folgt 
ae (b,, Wag — 2 5,, @,. + 3. @,, ); 
“ar B \711 “ee az “19 T %aq M41) 
daher findet sich gema8 (29), indem man unter V(U,, U,) den ,,gemischten“ 
Differentialparameter?*) versteht, 


B 


31) h = a,,-7" 


pg StU nV (Xi By) oe, 
als eine fiir unsern Zweck geeignete Darstellung der mittleren Kriimmung. 

Um andererseits die GréSe H, zu berechnen, bestimmen wir gemaB 
(28), (22) und unter Benutzung von (10) zuniachst ihren zweiten Sum- 
manden 

1 A 
(32) J Z= Z A 4, B08 x : 
& 7 }A But B i,pq’ 
oy ?,, ?,, Pp 


12 


wegen der aus (30) ersichtlichen Gleichheit 


. A 
Fix Se | B 4 
braucht also im Hinblick auf (31) nur noch bestatigt zu werden, daB 
1 


(33) - 
\A 


Y= VV (a5 %)o, 

Niaheres in D. J. Struik, Grundziige der mehrdimensionalen Differentialgeometrie 
(Berlin, Julius Springer 1922), 8.97. Den Hinweis auf diese Stelle verdanke ich 
Herrn L. Berwald. 

**) In der a.a. O. *), S. 326 benutzten Schreibweise. 

1%) A. a. O. 1”), S. 603. 

2) Ebd. S. 601 f. 
*) Ebd. S. 608. 
#2) Ebd. S. 41, 67. 
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ist. Nun ergibt die Ausrechnung der rechten Seite von (25), nachdem 
man aus (8) 


a*e a, 0 Ann 
Oxy, poze = Fj [tes p+1(2 Oz, Aan — Aires Oz ) 


{, Ayes. 0 Ann 
— Fi49 p41 (2 Far 4a — a oz dae) | 4, 4,4, 


ermittelt hat, nach einigen Umformungen 





A, 0 Aim Ax: 
daher ist nach (24) und (30) | 
ly__ 1 @ (44) _ 1 a) | 
(34) yA Y yA £( yB ) yA OF a 
_ _ (@& , 1 aya 
ke az, yA Oz; ¢,) “—_ 


Da man durch Auflésung der in den Ableitungen oe linearen Gleichungen, 
die aus den fiir den Vektor ¢; giiltigen Beziehungen **) 

G,;%, 55,9, 4;0,0,=1 
durch Teildifferentiation nach x, entstehen, als deren Werte 








0% _ __ 961 Gun O(21, Sm) O(% Zu) > _ 1 Ody > > 
dz, O% B A(m,, my) 2(m,,%) = 2 Oa, *>* 
erhalt, ist erstens 
ate wn — léay, . 
ax, V(x, %) 0, — 2 da, Serer 


zweitens gilt **) 


aya 
az, a4" 38 oe 


Diesen beiden Tatsachen zufolge verwandelt sich mit Hilfe der auf Grund 
von (30) leicht zu bestatigenden Umformung 


» 1 
A, —Ao,o,= B (Aj, Aj, oe A,; A,,) 4; 4, 





Amn O( 24, Lm O(2,, Fe 
= AF Fame) ater) ~ AY (o %) 

der Ausdruck (34) nach gehériger Umbenennung der Zeiger wirklich in (33); 

jetzt zeigt (31), daB H, als Summe der Werte (32) und (33) in der Tat 

gleich h ist. — 


*%) Es ist iiber | zu summieren. 
*) A. a. O. *), S. 329. 


' 
j 
' 
' 
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Die Variation der Oberflache (8) stellt sich jetzt mit Riicksicht auf 
(14) und (30) in der Form dar 
60 = — ffha,,t,62,d0; 
diese Formel kommt, wie man leicht bestitigt, bei unserm Falle einer 
M, in einer Mt, mit einer in der Zahl der Ausdehnungen allgemeineren**) 
iiberein, die unter Zugrundelegung quadratischer MaBSbestimmung die Va- 


riation des Inhalts einer Mt, in einer M,, « <<», mit Hilfe des Vektors*’) 
der mittleren Kriimmung ausdriickt. 





%) Vgl. Struik *). 8. 99 (165); S. 97 (156) 


(Eingegangen am 9. 10. 1924.) 











Uber die Michtigkeit der zusammenhingenden Mengen. 
Von 
Paul Urysohn +. 
Meinem Freunde Paul Alexandroff gewidmet. 


Inhaltsiibersicht. Seite 
Einleitung. §1 . ae te oe Oe ae Oe ee eee 1 
Kapitel I. Hilfsbegriffe. Trennung. §§ 2—8 ‘ : 3 


II. Miachtigkeitssitze fiir zusammenhingende Mengen. §§9—11 10 

III. Ein zusammenhangender abzahlbarer topologischer Raum. 
n.d s «ee ke oe 6 a ea | 

Anhang I. Trennungsforderungen, transitive Eigenschaften und Ab- 


zihibarkeitsaxiome. §§18—21 ......... 22 
If. Ein abzahibarer Raum, in dem das I. Abzahibarkeits- 

axiom nicht erfiillt ist. §§22—23 ....... 27 
III. Uber ein Problem von Herrn M. Fréchet. §§ 24—28 . 29 


1. Problemstellung. Eine in einem topologischen Raume') ge- 
legene Menge heiBt gemaB der Hausdorffischen Definition zusammen- 
hdngend*), wenn sie sich nicht in zwei nicht leere abgesonderte Teil- 
mengen spalten 14B8t. Dabei nennen wir zwei Mengen A und B abge- 
sondert, wenn sie zueinander fremd sind, und wenn auBerdem keine von 
ihnen einen Haufungspunkt der anderen enthalt, d. h. wenn 


] AB+BA=0 


ist*). Der Kiirze halber werden wir die Menge A B+ BA durch H(A,B 
bezeichnen. 


*) Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, Leipzig 1914, S. 213. 

*) loc. cit. 8. 244. Die hier gegebene Definition ist mit der Hausdorfischen in- 
haltlich identisch, aber dem Wortlaute nach von dieser verschieden. 

%) Mit A bezeichne ich immer die .abgeschlossene Hiille* von A, d.h. diejenige 


Menge, die aus A durch Hinzufiigung aller ihrer Haufungepunkte entsteht; A-B ist 





de 


nt 
00 
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Eine aus einem Punkte bestehende Menge ist offenbar zusammen- 
hangend. Wir werden aber von diesem Falle absehen und im folgenden 
nur solche zusammenhingende Mengen betrachten, die mehr als einen 
Punkt enthalten. Es gilt sodann der (von Herrn Hausdorff‘) bewiesene) 


Satz. Eine in einem metrischen Raume®) gelegene zusammenhan- 
gende Menge ist mindestens von der Miachtigkeit des Kontinuums’*). 

Von der Uberzeugung ausgehend, daB sich jedes topologische Ergeb- 
nis auf rein topologischer Grundlage — d.h. mit topologischen Voraus- 
setzungen (Ersetzung des metrischen durch einen geeignet gewahlten topo- 
logischen Raum!) und eben solchen Hilfsmitteln — beweisen 148t*), habe 
ich eine méglichst umfangreiche Klasse von topologischen Raumen zu be- 


der Durchschnitt (gemeinsamer Teil) von A und B, A+B ihre Vereinigungsmenge, 
A—B ihre Differenz (Menge der in B nicht enthaltenen Punkte von A; dabei wird 
nicht vorausgesetzt, daB BCA ist). Endlich bedeutet BCA, daB B eine (echte 
oder unechte) Teilmenge von A ist. 

*) loc. cit. 8. 248. 

®) loc. cit. S. 211. 

®) DaB auch héhere Machtigkeiten vorkommen kénnen, ist leicht zu ersehen. 
So ist z. B. der Raum, dessen ,Punkte“ die auf [01] erklirten beschrankten Funk- 
tionen f(z) sind, zusammenhingend, wenn man die Entfernung 0 (f, g) als die obere 
Schranke von |f(x)—g(a)| definiert: die ,Punkte* f(a) und g(x) lassen sich nim- 
lich durch die ,Strecke“ (1~—t)f(x2)+tg(x), 0<St<1, verbinden. Man kann 
auch einen zusammenhingenden Raum von beliebiger Michtigkeit x, >2*° erhalten, 
indem man in einem Systeme von (abstrakt gegebenen) Einheitsstrecken J) = [a,, by) 
wo {y} ein Indizessystem von der Michtigkeit x, ist) simtliche a, untereinander 
identifiziert und die Entfernung zweier zu zwei verschiedenen J, gehérender Punkte 
2 und y=az-+ ay setzt. 

Wenn die zweite Forderung (die Hilfsmitte]) nur methodologisch von Inter- 
esse ist, so ist die erste (die Voraussetzungen) auch prinzipiell recht wichtig. Die 
mit dieser Fragestellung verkniipften Untersuchungen gipfeln in der Lésung des so- 
genannten ,, Metrisationsproblems“: die (rein topologischen) Bedingungen aufzustellen, 
unter denen ein topologischer Raum als metrischer Raum aufgefaBt werden darf 
d. h. einem metrischen Raume homéomorph ist). 

In der Note ,,P. Alexandroff et P. Urysohn, Une condition nécessaire et suffi- 
sante...“, C. R. Paris 177 (1923), S. 1274, hat dieses Problem eine vollstindige Er- 
ledigung gefunden, jedoch in einer wenig brauchbaren Form. Eine vdllig befriedigende 
Lésung des Metrisationsproblems ist bis jetzt nur in den folgenden zwei (iibrigens 
aiuBerst wichtigen) Fallen bekannt: 

1. Fiir kompakte Raiume: hier ist das Hausdorfische Il. Abzihlbarkeitsaxiom 
(vgl. FuBnote *)) die notwendige und hinreichende Bedingung. Vgl. P. Urysohn, , Uber 
die Metrisation der kompakten topologischen Riume“, Math. Ann. 92, 8. 275, sowie 
die demniichst in diesen Annalen erscheinende Arbeit desselben Verfassers ,Zum 
Metrisationsproblem“, wo u. a. ein sehr einfacher Beweis dieses Satzes gegeben ist. 

2. Fiir die im kleinen kompakten Riume. Vgl. P. Alexandroff, ,Uber die Metri- 
sation der im kleinen kompakten topologischen Riume“, Math. Ann. 92, S. 274 (wo 
sich auch Hinweise auf weitere Arbeiten desselben Verfassers befinden). 
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stimmen gesucht, in der der genannte Satz noch richtig ist; insbesondere 
galt es zu entscheiden, ob das nicht fiir alle, oder wenigstens fiir alle 
dem II. Abzihlbarkeitsaxiome*) geniigenden topologischen Raume der 
Fall ist *). 

Ich beabsichtige hier diejenigen — vielleicht ziemlich unerwarteten *°) — 
Ergebnisse mitzuteilen, welche ich auf diesem Wege erhalten habe *'). 


Kapitel I. Hilfsbegriffe. Trennung). 


2. Regularitat. Ein topologischer Raum hei®t im Punkte a re- 
guldr, wenn die Bedingung RF (oder die ihr gleichwertige Bedingung R’ ) 
erfillt ist: 

R. In jeder Umgebung U,, des Punktes a kann man eine der Bedingung 
(2) V.cU, 
gentigende Umgebung V, finden. 

R’. In jeder Umgebung U, kann man eine solche Umgebung V, 
finden, daB jeder auBerhalb U, gelegener Punkt x mindestens eine zu V, 
fremde Umgebung U, besitze. 


Ein topologischer Raum, der in jedem Punkte regular ist, heiBt 
achlechtweg reguldr**). 


*) Hausdorff, a.a.O. S. 268. Es wiire besser, dieses Axiom folgendermafen zu 
formulieren: ,Es gibt wenigstens ein dem gegebenen Systeme von Umgebungen gleich- 
wertiges (loc. cit. 8. 260) System, das aus abzihlbar vielen verschiedenen Umgebungen 
besteht“; denn nur bei dieser Verabredung hat der Ausdruck ,topologischer Raum, 
in dem das II. Abzahibarkeitsaxiom nicht erfiillt ist“ einen priazisen topologischen 
Sinn. Entsprechendes gilt auch fiir das I. Abzaihlbarkeitsaxiom. 

Meines Erachtens wire es auch zweckméBig, in der obigen Formulierung das 
Wort ,verschiedenen“ fortzulassen, d. h. aus endlich vielen Punkten bestehende 
Riume als dem II. Abzihlbarkeitsaxiome geniigende zu betrachten. In dieser Arbeit 
sind beide Modifikationen angenommen. 

*) Letzteres Problem ist mir von Herrn P. Alexandroff mitgeteilt worden. 

) Vgl. Kap. III. 

™) Das Hauptresultat dieser Abbandlung habe ich im Marz 1922 der Moskauer 
Mathematischen Gesellschaft vorgetragen. 

*) Der Inhalt dieses Kapitels ist (auBer den §§ 4 u. 7) nicht neu. Ich werde 
hier eine kurze Ubersicht derjenigen Begriffe geben, die uns im folgenden von Nutzen 
sein werden. Fiir den Beweis derjenigen Siatze, die ich hier ohne Beweis ausspreche, 
vgl. die Abhandlung ,P. Alexandroff et P. Urysohn, Mémoire sur les espaces topo- 
logiques compacts“, die demniichst in den Fund. Math. erscheinen wird. 

**) Die Forderung der Regularitét des Raumes tritt zum ersten Male bei Herrn 
Vietoris (,,Stetige Mengen“, Monatsh. f. Math. u. Phys. 1921, 8.173) als ein Zusatz- 
axiom, dem alle von ihm betrachteten Raume geniigen miissen, auf. Ubrigens ist 
dieses Zusatzaxiom insofern iiberfliissig, daB bei den von Herrn Vietoris allein in 
Betracht gezogenen bikompakten (nach seiner -Terminologie , liickenlosen“) Raiumen 
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Es sei, in einem reguliren Raume, F eine abgeschlossene Menge und 
z ein auBerhalb F gelegener Punkt. Dann kann man zwei elementen- 
fremde Gebiete’*) Gy und G, finden, die F bzw. x enthalten: G, > F, 
G,>zx. Umgekehrt, ist dies fiir beliebige F und x (F zu x fremd) der 
Fall, so ist der Raum regular’). 

8. Trennung. Letzteres Ergebnis ladet zu folgender Definition ein: 

Wir werden sagen, da8 die Mengen A und B durch Gebiete trennbar 
sind, wenn zwei elementenfremde Gebiete G,>A und Gg>B vorhanden 
sind. Selbstverstandlich kann das nur dann der Fall sein, wenn A-B = 0 ist. 

Diese Definition gibt zur Einfiihrung folgender Raumkategorien 
AnlaB **): 

a) Raume, in denen ein beliebiges Punktepaar durch Ge- 
biete trennbar ist. Diese Eigenschaft kommt allen topologischen 
Raumen zu; durch sie werden namlich die topologischen Raiume in der 
allgemeineren Kategorie der Fréchetschen (H)-Klassen’’) ausgezeichnet. 

8) Raume, in denen jede abgeschlossene Menge von jedem 
(in dieser Menge nicht enthaltenem) Punkte durch Gebiete trennbar 
ist: das sind die regularen Raume. 

y) Raume, in denen irgend zwei zueinander fremde abge- 
schlossene Mengen durch Gebiete trennbar sind. Wir wollen sie 
normale Raume nennen. 

dé) Raume, in denen irgend zwei abgesonderte Mengen durch 
Gebiete trennbar sind. Diese Riume werden wir vollsténdig normal 
nennen. 

Jeder Raum, der za einer dieser Kategorien gehért, gehért auch zu 
den vorangehenden, nicht aber umgekehrt, wie man durch Beispiele zeigen 
kann**), Die metrischen Raiume sind vollstandig normal **), gehéren also 
zu allen vier Kategorien. 


4. Satz. In einem reguldren Raume E sind zwei abgesonderte 
Mengen A und B immer dann durch Gebiete trennbar, wenn sie beide 
héchstens abzdhibar sind **). 


dieses Axiom von selbst erfillt ist (vgl. die in der FuGnote *) zitierte Abhandlung). 
Die Benennung ,regulir“, sowie die Regularitit in einem Punkte ist von Herrn 
P. Alexandroff eingefiihrt worden. 

4) Im Hausdorffechen Sinne: loc. cit. S. 215. 

15) Vgl. FuBnote **). 

6) Vgl. H. Tietze, Beitrige ..., Math. Ann. 88, S. 290, ferner die in **) zitierten 
Arbeiten, sowie andere Arbeiten von P. Alexandroff und dem Verfasser. 

17) Siehe z. B. M. Fréchet, Sur les ensembles abstraits, Annales Ec. Norm. (3) 
88 (1921), S. 365—366. 

18) Siehe Tietze, a. a. O %*) S. 310. 
1%) Formulierung und Beweis dieses Satzes fiir den Fall zweier el tenfremder 
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Beweis. Es sei 


ee ee ee ee ae ee ee 


n? n 
um den Fall endlicher Mengen nicht auszuschlieBen, setzen wir nicht 
voraus, daB a, +a, und 6b. +5, fir n+ m ist. Wegen H(A, B)=0 
ist jedes a, zu B und jedes b, zu A fremd. 
Es seien nun U, und U, zwei elementenfremde Umgebungen. Da 
E — B, und also auch U, (E— B) =U, — B ein den Punkt a, enthal- 
tendes Gebiet ist, so gibt es eine Umgebung V, <U, — B; folglich, wegen 
der Regularitét, auch eine Umgebung W,, die in U, —B mit threr 
Grenze enthalten ist: 
W, CV, CU, — B. 
In derselben Weise kénnen wir auf die Existenz einer der Bedingung 
Wy, < Us, —A 


geniigenden Umgebung W,, schlieBen. Zufolge U,,-U),=0 sind also 
folgende Mengengleichungen erfiillt: 
{Wa-B=0, W,,-A=0, 


| W,,- Ws, = 0. 
Weitet verfahren wir durch Induktion. Wir setzen voraus, daB Um- 
gebungen W,,, W,,,..., W,, und W,,, W,,,..., Ws, gefunden worden sind, 
die die Bedingungen 
{ Wa-B=0, Ws,-4=0) 
“ | W,, Ws, = 0 f 


erfiillen. Wir werden zeigen, da8 dann auch W,, 


(3, ) 


(¢.@8=1,3,...,2) 


und W,,,, in derselben 
und U,,., 


c AcA ist, so folgt 


+1 


Weise gefunden werden kénnen. Es seien, in der Tat, U 


~“On+1 


zwei zueinander fremde Umgebungen. Da a 


n+1 
aus (3.), daB a... zur abgeschlossenen Menge }**) 
n n 1 =) 5 


(4’) Q,=B+ > W,, 
E=1 
fremd ist, also zum Gebiete Z — Q,, gehdrt. Desgleichen ist b, , , zur Menge 
(4) P=A+S W,, 
fremd. Z 


abgeschlossener Mengen sind mir von Herrn P. Alexandroff mitgeteilt worden; dasselbe 
gilt auch von der nachstehenden Folgerung. Auch lauft der hier wiedergegebene 
Beweis des allgemeinen Fajles mit dem Alexandrofischen Beweise durchaus parallel 

*#*) Das Summenzeichen + (auf Mengen oder Punkte angewandt) bedeutet 
immer Vereinigungsmenge. . 
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Aus dy;1 © U,,,,-(Z — Qu) = Us,,, — Qn, WO letztere Menge ein Ge- 


biet ist, schlieBen wir, wie vorher, auf die Existenz einer W,,,,, fiir die 
Wa... c Vans; am) Qn 


ist. Ebenso erhalten wir 
Won., © Uba,, — Pa- 
In den daraus folgenden Gleichungen 
Wane’ Qn=0, Woy,,° Pas 
Won.s* Won, = 0 
sind, wie aus (4) und (4’) ersichtlich wird, diejenigen Gleichungen ent- 
halten, die (3,) zu den analogen Gleichungen (3,,,) erginzen. 


Damit ist die Existenz von Umgebungen W,, und W,, gesichert, die 
so beschaffen sind, da8 


(30) W,, Wr, =0 (i, E=1,2,...,2,...). 


Wir setzen jetzt 


“8 


os 
G4a=DW,,, Gs= 


t=1 k 


, 7 
Wy, . 


1 


t 


i] 


G4 und Gz, sind offenbar Gebiete, die wegen (3,,) zueinander fremd sind. 
Nun ist aber 
A=3SacS3W,=—G, wd BcGsz, 
i=1 i=1 
d.h. A und B sind durch Gebiete trennbar, w. z. b. w. 


Folgerung. Jeder abzdhlbare (d. h. aus abzahlbar vielen Punkten 
bestehende) reguldre Raum ist vollstandig normal. 

Fiir abzaihlbare Raume fallen also die Kategorien 8, y und d zu- 
sammen. Es gibt iibrigens, wie wir bald sehen werden, irregulire abzahl- 
bare Raume. 

5. Trennung durch abgeschlossene Gebiete. Wir werden sagen, 
daB die Mengen A und B durch abgeschlossene Gebiete trennbar sind, 
wenn zwei Gebiete G, > A und Gs,> B derart gefunden werden kénnen, daB 
(5) G,-Gz3=0 
sel. 

Diese Definition gestattet uns, vier neue Kategorien @, 8, 7, d von 
Raumen einzufiihren, die aus a, 8, y, d dadurch entstehen, daB man in 
den entsprechenden Forderungen die ,,Gebiete“ durch ,,abgeschlossene 
Gebiete“ ersetzt. Nun ist es aber leicht zu zeigen’), daB die Forderung 
8 mit B und 7 mit y Aquivalent ist. Was aber die Forderung d an- 
betrifft, so ist sie eine viel zu weitgehende: sie schlieBt z. B. alle die- 
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jenigen Raume aus, in denen sei es auch nur eine konvergente Folge 
existiert. 

Nur in @ haben wir eine neue wichtige Kategorie erhalten, die sich 
zwischen @ und # einschiebt (denn die Forderung @ folgt aus B =), 
aber mit keiner von ihnen zusammenfallt, wie aus den im niachsten 
Paragraphen gegebenen Beispielen ersichtlich ist *°). 

Wenn wir zwei Punkte, die durch abgeschlossene Gebiete nicht ge- 
trennt werden kénnen, unirennbare Punkte nennen, so kénnen wir die der 
Forderung @ geniigenden Riaume als Raume ohne untrennbare Punkte 
bezeichnen. 


Es sei noch bemerkt, da8 ein untrennbares Punktepaar a, 6 auch 
dadurch gekennzeichnet werden kann, daB ein beliebiges Umgebungspaar 
U,, U, der Ungleichung 
(5*) U,-U,+ 0 
Geniige leistet **). 

6. Ein abzahlbarer Raum £ mit untrennbarem Punktepaar. 
Es sei 

E=a+b-+ {a,,}+{b,}+¢; (¢, B= 1,3,...,%,...)3 
die Punkte von Z werden wir gema8 ihrer Indizeszahl als Punkte 0-ter, 
1-ter und 2-ter Ordnung bezeichnen. 

Die Umgebungen definieren wir folgendermaBen: 

Veus = Ax, Vous = by 


(d. h. die Punkte zweiter Ordnung sind isoliert); 


(n) oes Ks 

Vee =O,+ (4, + 5); 
k=n 

(n) 7 

Ve =a+ > > 4%; (s = 1,2,...). 9 
k=li=n 

(n) Lark 

Vy = 6b +2 » 5,,. 
k=li=n 





Die Hausdorfischen Umgebungsaxiome™) sind erfiillt: 
Axiom A evident; 
Axiom B folgt aus der (fiir jeden Punkt x giiltigen) Relation 


(nm) (n+h) _ qin+h) 
Vs ‘Vs =V, 


Axiom C folgt daraus, daB nur die Punkte zweiter Ordnung — die ja mit ihren 
Umgebungen zusammenfallen — in einer Umgebung eines anderen Punktes enthalten 
sein kénnen. 


*°) Vgl. auch die in der FuBnote *) zitierten Arbeiten. 
*t) loc. cit. 8. 213. : 
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Axiom D ist fiir zwei Punkte gleicher Ordnung offenbar erfiillt (beliebige Um- 
gebungen dieser Punkte sind elementenfremd); daB das auch fiir alle anderen Punkte- 
paare der Fall ist, sicht man aus den Gleichungen: 


1. (ein Punkt zweiter und ein Punkt erster Ordnung): 
pat) — _patv_o. 
0, Vong Ves 0; 


Spq Cy 
2. (aweite und 0-te Ordnung): 
1 7 (p+) _ 
Vang Ve =O, ee =0, 
i = 
Vang "0 =0, Vin9 Ve =0; 


8. (erste und 0-te Ordnung): 
VO.v eth =0, Vi.net? =0. 
Im so definierten Raume E ist das Punktepaar 0-ter Ordnung un- 
zertrennbar. In der Tat ist fiir beliebige n und m (vgl. die SchluBbemerkung 
des vorigen Paragraphen ) 





v. Ae > yore. yo 5 (S Mn) ° (> 3 b;,) 





> ( Py Oin+ mk) *( >» Din + mk) > Crim: 
= =1 


Wenn wir aus # den Punkt b und alle 5,, ausschlieBen, erhalten 


wir ein einfaches Beispiel eines irregularen Raumes ohne un- 
trennbare Punkte. 


7. Verallgemeinerung des Zusammenhangsbegriffes. Wir 
werden sagen, daB die Menge C zwischen a und b (a und 6 sind Punkte 
von C) zusammenhdngend ist, wenn C sich nicht in zwei abgesonderte 
Teilmengen A und B spalten laBt, die a bzw. 6 enthalten: A>a, B>b. 

Eine Menge ist offenbar dann und nur dann schiechtweg zusammen- 
hingend**), wenn sie zwischen jeden zwei (zu ihr gehdrenden Punkten 
zusammenhingend ist; es geniigt iibrigens vorauszusetzen, daB die Menge 
zwischen einem festen und einem beliebig verinderlichen Punkte zusammen- 
hangend ist. Aus der bloBen Existenz eines Punktepaares, zwischen dem 
C zusammenhingend ist, folgt aber (sogar fiir ebene Mengen) durchaus 


nicht, daB C zusammenhingende Teilmengen enthilt, geschweige denn 
selbst zusammenhiangend ist **). 


Satz. Wenn a, b untrennbare Punkte eines Raumes E sind, so iat 
E zwischen a und b zusammenhdngend. 


**) Ich erinnere daran, daB wir die nur aus einem Punkte bestehenden zu- 
sammenhangenden Mengen auBer Betracht gelassen haben. 

*%) Letztere Behauptung ist trivial; fiir die erste hat Herr Sierpifiski ein Beispiel 
gegeben (Fund. Math. 2, S.81—95). 
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Andernfalls kénnte man namlich EH = A+ B setzen, wo 
A>a, B>b, HA(A,B)=0 


ist. Daraus wiirde aber folgen, daB A und B gleichzeitig abgeschlossene 
Mengen und Gebiete sind, also daB a und 6 durch abgeschlossene Gebiete 
trennbar sind. 


Folgerung. Ein Raum, in dem ein fester Punkt a von jedem 
anderen Punkte untrennbar ist, ist zusammenhangend. Desto mehr gilt 
diese Behaup:ang fiir einen Raum, in dem jedes Punktepaar untrennbar ist. 


8. Dimension 0. Eine weitere Verallgemeinerung des Zusammen- 
hangsbegriffes kann durch die Betrachtung der Dimension der Mengen 
geliefert werden **). 

Eine (nicht leere) Menge C heiBt von der Dimension 0 (in Zeichen 
dimC = 0), falls zu jedem Punkte x von C und jeder Umgebung U, 
von x eine Zerspaltung 


C=A+B 
gefunden werden kann, die den Bedingungen 


{ H(A, B)=0. 


(6 
i | xcAcU, 


geniigt. (NB. Es wird nicht vorausgesetzt, dab B + 0 ist.) 
Falls weder C = 0, noch dim C = 0 ist, schreiben wir 
dim C > 0 
und sagen, daB C von positiver Dimension ist. 


Mengen von positiver Dimension liefern uns eine noch weitere (und 

wenn man nur topologisch invariante Begriffe beriicksichtigt —- end- 
giiltige) Verallgemeinerung des Zusammenhangsbegriffes**): denn es ist 
klar, daS jede zwischen zwei Punkten zusammenhingende Menge von 
positiver Dimension ist, wahrend Herr Sierpinski gezeigt hat*), daB die 
Umkehrung dieses Satzes nicht richtig ist, — es existieren sogar ebene 
Mengen von positiver Dimension, die zwischen keinem Punktepaare zu- 
sammenhangend sind. 


**) Vgl. meine Note ,,Sur les multiplicités cantoriennes“ (C. R. Paris 175 (1922), 
8.440), wo fiir metrische Riume die Dimension der Mengen allgemein definiert ist, 
sowie meinen , Mémoire sur les multiplicités cantoriennes“, dessen erster Abschnitt 
im Bd. 7 der Fund. Math. erscheinen wird. Ubrigens ist die Dimension 0, auf die 
es uns hier allein ankommt, bereits von Herrn Sierpinski (a. a. O.**)) implizite ein- 
gefiihrt worden. 
*) a. a. 0. ™ 


rn we & Ty 


rn OU 





a 
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Kapitel II. Machtigkeitssitze fiir zusammenhingende Mengen. 


9. Formulierung der Satze. Ich werde in diesem Kapitel zwei 
Sitze iiber die Miachtigkeit der Mengen positiver Dimension beweisen, die 
also insbesondere auf zusammenhangende oder zwischen einem Punktepaare 
zusammenhangende Mengen unmittelbar anwendbar sind*™*), Durch diese 
Satze wird das in der Einleitung gestellte Problem fiir normale Raume 
volistandig, fiir regulire Raume bis zu einem gewissen Grade im positiven 
Sinne gelést. Fiir die irreguliren Riume werden wir im folgenden Kapitel 
eine negative Lésung erhalten. 

Die beiden Sitze lauten folgendermaBen : 

Satz Ll. In einem normalen Raume ist jede Menge von positiver 
Dimension mindestens von der Mdchtigkeit des Kontinuums. 


Satz II. In einem reguldren Raume ist jede Menge von positiver 
Dimension unabzdhlbar. 


Der zweite Satz wurde (fiir zusammenhingende Mengen) von Herrn 
P. Alexandroff formuliert und mittels einer Methode bewiesen, die mit 
der im § 4 dargelegten Methode eng verkniipft ist. Es ist jedoch ein- 
facher, nicht die Methode, sondern die Resultate des § 4 zu benutzen, 
um mit ihrer Hilfe den Satz II aus dem Satz I abzuleiten. 

Letzteres geschieht wie folgt: Wenn Satz II falsch wire, so gabe es 
eine in einem reguléren Raume £ gelegene abzdhlbare Menge C von 
positiver Dimension **), Wenn wir nun von den Punkten der Komplementir- 
menge E—C absehen, d.h. C als einen Relativraum betrachten*’), so 
ist C ebenfalls ein reguldrer Raum *). 

Die Folgerung des § 4 besagt uns also, dad C ein normaler abzahl- 
barer Raum ist, d. h. daB die Richtigkeit der Voraussetzung dim C > 0 die 
Unrichtigkeit des Satzes I nach sich ziehen wiirde. 

Damit ist gezeigt, daB Satz Il aus dem Satze I folgt; und es bleibt 
uns nur iibrig, letzteren Satz zu beweisen. 


10. Beweis des Satzes I. Es sei EZ ein normaler Raum. Wir be- 
weisen zunichst folgende Hilfssitze **) : 


26) DaB eine endliche Menge — sogar in einem irreguliren Raume — nicht von 
positiver Dimension sein kann, ist ja selbstverstandlich: es geniigt, in (6) A=z, 
B=C—zx zu setzen. 

*”) Hausdorff, 1.c. cit. S. 241-242. 

8) Als ,, Relati: umgebungen“ in C gelten nimlich die Mengen U,-C (wo acC 
und U, eine beliebige Umgebung dieses Punktes in E ist); man ersieht also sofort, 
daB die Forderung R’ (§ 2), falls fir HZ, auch fiir C erfiillt ist. 

*°) Um Wiederholungen zu beseitigen, treffen wir ein fiir allemal die Verabredung, 
daB G (mit irgendwelchen Indizes) immer ein Gebiet, F eine abgeschlossene Menge, 
und die kleinen lateinischen Buchstaben immer Punkte (oder Zahlen) bedeuten sollen. 








Lo] 
~] 
bo 
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Hilfssatz 1. Es sei FCG,. Es gibt dann ein G,, das der Be- 
dingung 
FcG,cG,c4, 
geniigt. 
Beweis. Die abgeschlossenen Mengen F und Z — G, sind elementen- 
fremd; sie kénnen also durch Gebiete G, und G* getrennt werden: 


FcG,, E-—G,c@"*, 


G,:-G* =0. 
Da G, und G* Gebiete sind, so folgt hieraus 
G,:G* =0, 
also 
G,:-(E—G,)=0, G,G,, 
w. z. b. w. 


Hilfssatz 2. Wenn G,¢G,, so gibt es ein der Bedingung 


G,¢ Gy, ¢ Gy <G, 
geniigendes Gy. 
Beweis. Es geniigt, im vorigen Hilfssatze F durch G, und G, durch 
G,,, zu ersetzen. 
Hilfssatz 3. Es sei F¢G,. Man kann dann ein System {G,} von 
Gebieten, die allen zwischen 0 und 1 gelegenen dyadischen Briichen ent- 
sprechen, 


vr; = ’ 0 < tT; _" l ; 
2* ee 
und die Eigenschaft haben, da8 


1. FcG,, 
2. aus 1,< 1; die Inklusion G,,¢ G,, folgt. 


Beweis. Das Gebiet G, wird durch den Hilfssatz 1 geliefert; es 
geniigt alsdann den Hilfssatz 2 sukzessive anzuwenden, um allgemein von 
G,, und Ga; zum Gebiete Gy, 4; tiberzugehen. 


Sati 


- 2 


2 

Hilfssatz 4. Unter denselben Voraussetzungen kann man auch ein 

System {G,} von Gebieten mit analogen Eigenschaften finden, bei dem 
jedoch ¢ alle reellen Werte zwischen 0 und 1 annimmt (0 <t< 1). 


Beweis. Die @, definieren wir wie vorher; wenn aber ¢ kein dyadi- 
scher Bruch ist, so setzen wir 
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Wegen G, ¢ G,,¢ G,, (fiir ¢ <j) kénnen wir also fiir jedes t 

G,= SG,, 

rst 
setzen. Daraus folgt bereits, da8 aus ¢,< 1%, die Inklusion G,,< G,, ge- 
folgert werden kann; um aber zu zeigen, da8 auch G;, ¢ G;, ist, schieben 
wir zwischen ¢, und ¢, zwei dyadische Briiche r; und r; ein (t, <1,<1;< ty) 
uud beriicksichtigen die Inklusion G,,< G,.; dann kommt G;, ¢ G,., also 
G, © 4,5 G,¢ G,,, w.z. b. w. 
Zusatz. Es sei 

®, = G,— G, 
die Grenze von G,. Fiir t,+¢, sind alsdann ®, und ®, elementenfremd. 

In der Tat ist D, < G, ¢ G,,, wahrend % zu G;, fremd ist. 

11. Es sei jetzt C irgendeine in £Z liegende Menge, deren Miachtig- 
keit <2" ist. Es sei ferner x irgendein Punkt von C, und U, eine 
beliebige Umgebung dieses Punktes. 

Wir setzen F=z2z, G,=—U, und definieren die G, und ®, gemaB 
dem Hilfssatze 4 und seinem Zusatze. Da die 2"* Mengen ®, (wir be- 
riicksichtigen hier nur diejenigen, fiir die 0 < ¢ <1 ist) paarweise elementen- 
fremd sind, so kann C gewiB nicht mit jedem ®, gemeinsame Punkte 
haben. Es sei also 


(7) C-%,=0 (<1); 


0 
wir setzen dann 
A=C-G,, B=C-—A. 
Wegen (7) ist B zu G4, + & = G,, fremd, also im Gebiete EZ — G,, 
enthalten, d.h. A und B sind in den zueinander fremden Gebieten G,, 
und £ — G,, bzw. enthalten. Daraus folgt, daB 


H(A, B)=0 


ist. Andererseits ist 

C=A+B, 
und aus dem Hilfssatz 4 folgt, daB 

AcG,¢ G,¢ G, ¢U,, 
und daB 
G2 G,>F=2, 
also (wegen C > x) 
A>«z 
ist. Nun waren aber x und U, beliebig gewahlt; wir sehen also (§ 8), daB 
dim C = 0 

ist. Damit ist gezeigt, daS im normalen Raume H jede Menge von posi- 


tiver Dimension mindestens von der Miachtigkeit 2" ist, w. z. b. w. 
Mathematische Annalen. 94. 18 
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Kapitel III. Ein zusammenhingender abzihlbarer topologischer Raum. 


12. Problemstellung. In diesem Kapitel werden wir die in der 
Einleitung aufgeworfene Frage, ob auch in allgemeinen (nicht reguliren) 
topologischen Riéumen zusammenhingende Mengen immer unabzahlbar 
sind, sogar fiir Raume mit II. Abzahlbarkeitsaxiome verneinend beant- 
worten, indem wir einen abzahlbaren zusammenhdngenden topologi- 
schen Raum konstruieren werden, in dem das II. Abzahlbarkeitsaxiom 
erfiillt ist*°), 

Um dies zu erreichen, geniigt es (zufolge § 7, Folgerung), einen ab- 
zadhlbaren Raum (mit Il. Abzihlbarkeitsaxiom) zu konstruieren, in dem ein 
Punkt a existiert, der von jedem anderen Punkte untrennbar ist. Wir 
werden jedoch — was ja an und fiir sich nicht ohne Interesse ist — zu 
erreichen suchen, da8 in diesem Raume jedes Punktepaar untrennbar sei. 


13. Der Raum R, den wir jetzt konstruieren wollen, entsteht durch 
Verdichtung der im Raume £ des § 6 vorhandenen Singularitét. Wir 


wollen die Punkte dieses Raumes £ in eine einfache Folge {z,, x, ..., £,, ---} 
ordnen, wozu wir 
Z=a, «=6b, 
(8) 23, > ¢; 
| 7143-941 (04-2) ~ Fe? T4304 (21-1) ~ b, 


setzen: die Formel m= 2*~' (24 —1) liefert namlich eine eineindeutige 


Abbildung der Menge aller natiirlichen Zahlen m auf die Menge aller 
Paare (i, k) von natiirlichen Zahlen. 


Die Umgebungen in EF werden wir dementsprechend durch Va.” be- 


. . . 7 ( es . 
zeichnen, wobei, im Falle z,—a,, oder 6,,, Vz" =<, fiir jedes mn zu 
setzen ist. 


Wir fiihren noch folgende Bezeichnungen ein: 


f K=7,+2,, 


(9) ; 
| L=E-K 
%) Letzterer Zusatz kénnte trivial erscheinen: in der Tat ist in jedem abzihl- 
baren Raume mit I. Abzahlbarkeitsaxiome das II. Abzihlbarkeitsaxiom von selbst 
erfullt. Herr P. Alexandroff hat mich aber darauf aufmerksam gemacht, daB es 
durchaus nicht selbstverstandlich ist, daB in jedem abzaihibaren Raume das I. Ab- 
zahlbarkeitsaxiom erfiillt ist (in dem in der FuBnote *) prazisierten Sinne), und daB 
letzteres wohl iiberhaupt falsch ist. In der Tat ist es mir gelungen, einen abzihl- 
baren Raum zu konstruieren, in dem das I. Abzihibarkeitsaxiom nicht erfiillt ist; 
dieses Beispiel ist im Anhang II zu finden. 
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(es ist also H=K-+L); und es sei, fiir jede endliche Menge 
A= 2%, + 2%, +--- + 2,,™) 


(10) Vt— 3 Ver. 
j= 


"nr, 
Wir denken uns jetzt im Besitze von abzahlbar vielen Exemplaren 
des Raumes Z. Es seien 
et ee ee 
diese Exemplare; wir wollen die Punkte, Umgebungen usw. des Raumes E’ 
bzw. durch x*, V™*, y™?, K*, L’ bezeichnen. 
h 2 A 


Den Raum R werden wir aus der Vereinigungsmenge 
PF +B + ...4F4.:. 


bilden, indem wir in dieser Vereinigungsmenge gewisse, sogleich naher 
zu besprechende Identifizierungen unternehmen, und alsdann Umgebungen 
definieren wollen. 

Wir betrachten hierzu alle Paare von Paaren natiirlicher Zahlen 
[(h,, 4); (hy, 4g)], bei denen entweder 4, < A, oder 4, =4,, h, < h, ist; 
sie bilden eine abzaéhlbare Menge, und kénnen also in eine einfache Folge 

A, A 
geordnet werden. Es sei N 1. ~ die Nummer, die dabei das Paar 
1 2 
[(h,,4,); (Ag, 4,)] erhalt; diese Nummerierung kann offenbar immer so 
eingerichtet werden, daB 


. v(t} 
(11) 1g)7h 


und in allen anderen Fallen 


Ays4s\_ , 
(12) > >A, und >A, 
sei. Wir setzen alsdann 
Ay Ay Ay dy 
N N 
(13) 2, be m) ah, 2%, (<a) _— ws; 


das sind die vorher angekiindigten Identifizierungen. Es sei bemerkt, daB 
dabei keine Identifizierungen von Punkten eines und desselben Z’ statt- 
finden kénnen: aus (12) folgt niamlich, daB (11) der einzige zweifelhafte 
Fall; in diesem Falle verwandeln sich aber die Identifizierungsgleichungen 
(13) in die Identitéten 2} = x}, x} = 2}. 


%) A darf auch leer sein (dann ist va ebenfalls leer). 


18* 
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Daraus folgt insbesondere, daB ein Punkt von R zwar verschiedener 
Darstellungen 2}, x2’, ... fahig ist, aber daB es nur eine Darstellung gibt, 
bei der 4 seinen kleinstméglichen Wert annimmt; diese Darstellung = 
die durch die Gleichung 
(14) a -(E'+ 8° +...4+ 2°") =0 
gekennzeichnet wird, wollen wit Normaldarstellung nennen **). 

Man erkennt auch leicht, dab 


(15) E’.B’*" = B*.K**" (u > 0) 
(16) K’c B’4+-8°+-...4+ 3°", (4 >1) 
also dab 
(17) B’.(g'+ B°+...+ 8°") = kK’ z+ 2. (A>1) 
ist. Wenn B eine in EB’ + E*+...+ EB’ liegende Menge ist, so folgt 
hieraus, daB E£’-B eine endliche Menge, also daB 

Ve 


einen (gem&B (10) definierten) Sinn hat. 


Wir betrachten jetzt irgend einen Punkt von R; es sei x} seine 


Normaldarstellung, und n,,n,.,,%,,5)--->,,,»-++ imgend eine der Be- 
dingung 
(18) limn,. =1 


geniigende Folge natiirlicher Zahlen (fast alle n,,_- sind also =1); wir 
setzen dann 


(mp4 n 





V 2 U A 
coe ,? 
Th a) 7a 
j pari nn. 
Vos A-Us 
A+1 y ™) = A , 
(A) 7 E Cai (a) ad § 
(a), 
17 ~) 
Noa U” a na 7 41 48 
} nm, Mn; — 
A a x A42 pp 4 441 = A ’ 
a) *h Ui ay Th 
(anh 
we wee Ef merte oa U:; n Mt ahha Fee 
" + BE’ tet, i A+1 a : 
a) = 
ays (a = 
° 
", “nn n,n. coeg eee 
(20) Sy Sen | Ae 
A 
n=0 (A) U. a) * 








*) Jede Darstellung mit 4=1 ist offenbar eine Normaldarstellung; dement- 
sprechend ist dann (14) bei jedem h erfiillt (da ja die Klammer = 0 zu setzen ist). 
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Alle We} sollen Umgebungen des Punktes 2} in R sein. Da 
es nur abzihlbar viele der Bedingung (18) geniigende Folgen und abzahl- 
bar viele zu R gehérende Punkte gibt, so ist das II. Abzihlbarkeits- 
axiom erfillt. Wir haben aber zu beweisen, daB auch die Hausdorff- 
schen Umgebungsaxiome **) A, B, C und D erfiillt sind. 

14. Das Axiom A ist offenbar erfiillt. Um zu sehen, daB das auch 
mit B der Fall ist, wollen wir folgende Definition einfiihren : 

Eine von einem Index n abhangende Menge A’ soll monoton 
abnehmend in n heiBen, wenn aus n<m die Inklusion A*>A™ 
folgt. 

Aus der Definition des Raumes Z# (§6) sieht man sofort, daB die 


Ve, — also, zufolge (10), auch die v<” — monoton abnehmend in n sind. 
Alsdann zeigen uns sukzessive die Gleichungen (19) und (20), daB alle 
U und W monoton abnehmend in jedem n,,, (u >) sind**). 
. nn. ro see m. m. som. . . 
Wenn nun W 7 ht hae W A 4+t 4+ gwei Umgebungen 
(A) S, A) a) 


des Punktes x} sind, und wenn wir die gréBte der beiden Zahlen n,. 


und m,, mit s,,__ bezeichnen, so folgt aus lim n,,_ 1 und lim m,, =1, 
da8 auch lim s,, 1 ist, also daB pict ron 

W* "st hen 

a) *h 


eine Umgebung von 2} ist; und diese Umgebung ist, wie aus den voran- 
gehenden Bemerkungen folgt, in jeder einzelnen der beiden gegebenen Um- 
gebungen enthalten. Damit ist Axiom B bewiesen. 


15. Wir schreiten jetzt zum Beweise des Axioms C iiber. Es sei 


; ye ae 

¢ i+1 a+n 

(21) re WwW: : ; 
@ *h 

wo lim n,, =1 ist; wir kénnen voraussetzen, da8 x} und xj die Nor- 


a 
A> @ 7 


maldarstellungen der betreffenden Punkte sind. Wir haben zu zeigen, 


, daB es eine Umgebung von zz gibt, die in der gegebenen Wi enthalten 
ist; es geniigt dabei offenbar, nur den Fall xf x} zu betrachten. 

Wir bemerken zuerst, daB, gemaB der Definition des Raumes E£ (§ 6) 
und den Bezeichnungen (8), jedes Vz,’ auBer dem Punkte x, selbst nur 
Punkte a;, oder b;,, also nur in Z isolierte Punkte enthalt; dement- 
sprechend enthalt jede Menge von der Gestalt V{” —A nur isolierte 





8%) Dabei hat man nur noch zu beriicksichtigen, daB aus AC B die Inklusion 
Vc Vis) folgt. 
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Punkte. Indem wir dieses Ergebnis von HZ auf E° iibertragen und die 
Gleichungen (9) beriicksichtigen, erhalten wir einerseits die allgemein 
giltige Inklusion 
(22) Vi*cA+L*; 
anderseits aber den 

Hilfssatz. Aus x¢cV,'°" folgt Vee veo’. 

zg ist namlich entweder in A allied oder in EZ” isoliert; im ersten 
Falle ist die nétige Inklusion offenbar erfiillt, und im zweiten ist V_, md 


mit zs identisch. 


Wir wenden jetzt (22) auf die Gleichungen (19) und (20) an, was 
uns folgende Inklusionen liefert: 





Ujicaj+ 1’, 
(A) 
nn 
A A+1 a L***e a, a, A+1 
Ui e Ui+ ca+L +L ; , 
@) *h (A) 

(23) a. ih, - p+ 
UY A A+t1 A+u ert UR A+1 “ate 4. L494 eg! i+ Bu 
(4) *, (A) + 

A A+i1 A+m A, 7 A+p 
c ° 
W’ t+ Sah, 


#=0 


aus (21) und 27+ 2) folgt also, da8 


(24) ago SL?" 
=O 

ist. Anderseits ist aber 2; in E° = K°+ L” enthalten; und die Ver- 
gleichung von (16) mit der fiir die Normaldarstellung charakteristischen 
Gleichung (14) zeigt uns, daB x; nicht zu K° gehdren kann, es sei denn, 
da8 «o=1 und 2c K" sei; die Inklusion (24) schlieBt jedoch auch letztere 
Méglichkeit aus, da ja K* zu allen L* elementenfremd ist: es ist nam- 
lich K*-L° = 0 fiir jedes 9 (§ 13), also insbesondere fiir 9 =1; und es 
folgt aus (15), daB fiir 9 >1 


K’.L°c E’.L* = E'-E*.L* = E'-K*®-L°=0 
ist. Somit ist folglich die Inklusion 


(25) 





afc L° 
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bewiesen. Nun sind aber die Mengen L” paarweise elementenfremd, was 
man mit Hilfe von (15) folgendermaBen sehen kann: 


L¢.L¢*"c B°.L°*" = B°.B°**.L°*” = B°.K**". L°*" = 0; 


aus (24) und (25) folgt also, daB o von der Form 4+ yu, dh. >A ist. 
Wenn wir jetzt die aus (21), (20), (19) und (23) folgenden Inklusionen 


zx el 14+ 3 (Uy Atpr+i —U;; ay FS ale bie 5 


(4) *) u=O \ (A) (A) *, 

*. . vem, 
U* : a PX le ee mip 4241 Ate patutt 
(a) *h (a) * 


mit (25) vergleichen und dabei die Elementenfremdheit der verschiedenen 
L® beriicksichtigen, so sehen wir sofort, daB8 x entweder (wenn o = 4) in 


(26) U" 7 TFs ya ?, 


(A) *, (a) % 
oder (wenn o > A) in 
1 age | he 
— A ’ 
(i) * (4) *h 
also in 


Ng (o) 
(27) Veo. U0", "*%e = 
Ag A 
*h 
enthalten ist. Aus dem in diesem Paragraphen hergeleiteten Hilfssatze folgt 
also, daB auch Vie" entweder in der Menge (26) oder in der Menge 


(27), also jedenfalls in UF i “*e enthalten ist; d. h. es ist 
a) “hb 


Ux-Us™ 
(0) *k (2) "h 


Aus dieser Inklusion in Verbindung mit (19) und (20) folgt aber 


sofort, daB 
"a" "a+r °° Tg? iy 
Us cU A 


(a) * (A) a 


fiir jedes »>0, also daB 


ee ew Wr" af **Rgiy’** 
a 


z 
(o & 


ist, w. z. b. w. 

16. Um das Erfiilltsein des Axioms D in R zu beweisen, bemerken 
wir zuerst, daB dieses Axiom in E® erfiillt ist, was, in Verbindung mit 
der Definitionsgleichung (10) und der Eigenschaft der Mengen V4” monoton 
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abnehmend in n zu sein (§ 14), folgendes Resultat liefert: Wenn A, und A, 
zwei endliche, zueinander fremde und in Z* liegende Mengen sind, so 
gibt es eine natiirliche Zahl n, die so beschaffen ist, daB 
Vi. VE? 0 
ist; die kleinste von den so beschaffenen Zahlen wollen wir mit 
Le (A,; A, } 

bezeichnen. Diese Funktion yz, ist offenbar in bezug auf ihre beiden Ar- 
gumente symmetrisch. 

Wir beweisen nunmehr folgende zwei Hilfssitze : 

Hilfssatz 1. Wenn A,+4,cE’+E°+...+ 2°", 80 ist 
Xe {A,; A, } =1. 

Es folgt in der Tat aus (17), daB in diesem Falle A,+ A,caf+-2 


1 


1 


also daB z,{A,; A,} eine der folgenden fiinf Gestalten besitzt : 


tel ze; af}, xz {ze+2zi:0}, xzefze,0}, xze{zt,0}, 2£0; 0}; 
von diesen fiinf Zahlen sind aber alle, auBer der ersten, offenbar —1; 
und daB die erste ebenfalls —1 ist, folgt aus (8) und der Definition des 
Raumes E (§ 6 

Hilfssatz 2. Wenn B, und B, zwei beliebige in E'+ E°+...-+ E°’ 
gelegene und zueinander fremde Mengen sind, so sind auch die zwei 
Mengen 
28 B, + Vien und B,+ V,0°, 


zueinander fremd. 
Die Mengen E£* -B, und £°-B, sind endlich (§ 13); dem Hilfssatze 1 
gema8 ist also y,{ #°-B,; E°-B,} =1, d.h. 


29 7Me pre . 
sis Veep, E°.B 0; 


es folgt weiter aus (22) und (17), daB 


(30) B,-V,e°, < B,-(B, pf B,-L*c B’ 4 ...+ Be"). L* =O, 
und ebenso, daB 
(31) B, Vi", — (0: 


aus (29), (30), (31) und B,-B,=0 folgt aber sofort, daB die beiden 
Mengen (28) elementenfremd sind. 

Wir kehren jetzt zum Beweise des Axioms D zuriick. Es seien 
x} und xg (Normaldarstellung!) zwei beliebige (voneinander verschiedene ) 
Punkte von R; wir kénnen voraussetzen, daB o > J ist. 


Wenn o= iA, so setzen wir 
cen) Mads atalt 
No = Lo 73 x 


, 
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was die Gleichung 


Ng No (ng) (hg) o 
32) Ur. U,¢ = Vi - Vie =0 
z Ss, 7) z 


a 
h k 


(A) 0) 


zur Folge hat; wenn aber o >A ist, so setzen wir 

o< 2 ae <5 ae 6 i °° *Ro—1, o 

(33) N= 2, =... =n =1l, n= 7e{ EF Ua ; %). 
0h 


DaB letztere Definition einen Sinn hat, d.h. daB die beiden Argumente 
von zy, in (33) elementenfremde Mengen sind, kann man wie folgt er- 
sehen: Die erste Menge ist in 


E°.(E* + E’+...4+ 8° ")=K’ 


enthalten, wahrend xz, wie wires im vorigen Paragraphen geschen haben, 
nur dann zu K” gehéren kann, wenn o=1 ist, was aber hier wegen 
6 >A=1 nicht in Betracht kommt. Die somit als widerspruchsfrei er- 
wiesene Definition (33) liefert uns fiir den Fall o > 4 die Gleichung 


n,) 4 n,) 
(34 Pio eee V..: ~y 
( 


A) eA 
z 
h 


a ee ‘ 
Anderseits ist in diesem Falle, wie wi soeben gesehen haben, arc } Ae 
woraus man mit Hilfe des Raumes Z ({ 6) und der Gleichungen (8) und 
9) auf die Inklusion 
(n, ad o 
aE, 
*, 


also, wegen (17) und 


U* Mo ~1 , 52 , o-1 
e es + 3°+...4+8°"*, 
(A) A 


auf die Gleichung 
n a ee | (Ng) 
35) U -V..” =0 
») *h 


schlieBen kann. 
Indem wir (34) mit (35) addieren und (19) beriicksichtigen, erhalten 


wir fiir o >A die Gleichung 


(36) U%™.U=0; 


" oa 5 
(A) A (a) A 


eine Vergleichung mit (32) zeigt uns aber, daB (36) auch fiir o=—A, 
also immer erfiillt ist. 


Wir setzen jetzt 


(37) Ro+1 = Neorg =... = Nery = 1; 
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von (36) ausgehend, kénnen wir dann mittels des Hilfssatzes 2 dieses 
Paragraphen und der Gleichungen (19) schrittweise beweisen, daB 


(38) U} *a waaay “a+ _ 9 

(4) A (a) * 
fiir jedes »>0 ist; da aber die auf der linken Seite von (38) auftre- 
tenden Mengen monoton wachsend in » sind**), so folgt hieraus unter 
Beriicksichtigung von (20), daB auch 


<tr =r cee fn***” - 

‘ "2 o+r -W. ‘a o+y eee 

(39) Ww renee og 
(Ap kh 


\@) & 


ist, und in dieser Gleichung ist das Axiom D enthalten: aus (37) folgt 
ja, daB die in (39) auftretenden Mengen Umgebungen der gegebenen 
Punkte sind. 

17. Wir haben bewiesen, da8 R durch die im § 13 gegebene Um- 
gebungsdefinition wirklich in einen topologischen Raum, in dem das II. Ab- 
zahlbarkeitsaxiom erfiillt ist, verwandelt wird. Wir haben also nur noch 
zu zeigen, daB in diesem Raume jedes Punktepaar untrennbar ist. 

Es seien x; und x zwei beliebige, in ihrer Normaldarstellung gegebene 
Punkte von R, Zufolge der SchluBbemerkung des § 5 wird alles be- 
wiesen sein, wenn wir fiir beliebige Umgebungen dieser Punkte die Rich- 
tigkeit der Ungleichung 


ee See 
(40) W.2’ Lt W.. + 0 
h a) * 


(a) 
erkannt haben werden. 
Wir kénnen voraussetzen, daB entweder o >i, oder o=A, k>h 


ist. Indem wir die Zahl My + mit @ bezeichnen, was zufolge (13) zu 


den Identifizierungsgleichungen 


4 ¥ 0 o— xe 
t= 2, xy xs 


fiihrt, haben wir zwei Fille zu betrachten: 


Fall 1. o>1. Aus (12) folgt, dal 9 >o >A ist, und man erhilt 
leicht die Inkiusionen 

af— E*-2f = B*-2,c B*-U) 

(A) 


e-1,. 
; 


A 


%) Vgl. $14. Wena A” und B” monoton wachsend in n sind, so folgt bekannt- 


. n fn = ® = . . P 
lich aus A -B =0, daB auch ( by )-( 8B ) = 0 ist: letztere Menge ist ja 
n=v 


n=0 


(ait®. petty). 


0 


= 3 (a°-B*)c 


= 
= 
i,k=0 ‘b= 
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(n,) @ (mp) e@ noon, - wetiicee 

(41,) Vie eV pe gt %acU °eWi 4 ; 
? aat a) 7, i) 7h 

h 





in derselben Weise wird auch die Inklusion 


(m,) 0 Se 
(41,) Vie" <W.. . 
(9) 
bewiesen. 
Fall 2. @=1. Die beiden Inklusionen (41) bleiben auch hier er- 
fiillt, denn es ist, zufolge (11), co—4=—1, h=1, k= 2, also 


(m,) 1 m M,*** (m,)1 m, pee? 
Ve =U,'c z? ’ V.: =().; J ’ 


z 
. wm ? oe ° . eo * qa * 


Aus den, somit als immer giiltig erwiesenen, Inklusionen (41) folgt 
aber sofort, da8 


Wa ie” COUT ate gz MOC Tz MOC 
(42) Wa ** Wie Vie -Vec 
(a) h (a) k 1 é 
ist; anderseits folgt aus (8) und den Eigenschaften des Raumes £ (vgl. 

die letzte Formel des §6), daB 


=>(",Je — (m,)e 


V V *'> af 
ae a? S(n,+m,) > 


woraus, in Verbindung mit (42), die Richtigkeit der zu beweisenden 
Ungleichung (40) ohne weiteres zu ersehen ist. 


Anhang I. Trennungsforderungen, transitive Eigenschaften und 
Abzahlbarkeitsaxiome. 


18. In diesem Anhang will ich einige Fragen erledigen, die nicht 
mit dem Hauptziele der Arbeit, sondern mit den Hilfsbetrachtungen des 
Kap. I verkniipft sind. Es handelt sich um die Transitivitét (in einem 
sogleich zu prazisierenden Sinne) der Trennungseigenschaften, sowie um 
die Beziehung der letzteren zu den Hausdorfischen Abzaihlbarkeitsaxiomen. 


Definition. Eine (topologischen Riumen zukommende) Eigenschaft 
wollen wir transitiv nennen, wenn deren Erfiilltsein fiir einen Raum £ 
dasselbe auch fiir alle in ZH gelegenen (als Relativraume betrachteten) 
Mengen mit sich bringt**). 

Die Eigenschaft, ein topologischer Raum zu sein, ist selbst transitiv: 
darauf beruht die Hausdorffsche ,,Relativtheorie“*’). Von den sonstigen 


%5) DaB das Wort transitiv auch in einem anderen Sinne gebraucht wird, kann 
hoffentlich zu keinem MiGverstindnis fiihren, da es sich hier um Eigenschaften, dort 
um Relationen handelt. 
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— &uBerst zahlreichen — transitiven Eigenschaften seien hier nur folgende 
genannt: beide Abzahlbarkeitsaxiome**), Metrisierbarkeit*), Dimension 0. 

Wir wollen jetzt untersuchen, welche von den Trennungseigenschaften 
a, @, B, y, d (§§ 3 u. 5) transitiv sind. 

Da8 a transitiv ist, haben wir schon gesagt; die Transitivitét von 
@ ist unmittelbar evident, diejenige von 8 in FuBnote **) bewiesen. 

Es ist auch leicht zu erkennen, da8 d transitiv ist. In der Tat ist 
die Eigenschaft zweier Mengen A und B abgesondert zu sein eine innere 
Eigenschaft der Menge A+ B; wenn also A und B im Relativraume 
C>A +B abgesondert sind, so sind sie es auch im urspriinglichen Raume Z. 
Ist letzterer vollstandig normal, gibt es ein G4 > A und ein Gg > B ohne 
gemeinsame Punkte, so kénnen A und B in C durch die Relativgebiete 
G,-C und G,g-C getrennt werden, woraus folgt, daS der Relativraum C 
ebenfalls vollstandig normal ist, w. z. b. w. 

Die Eigenschajt y ist hingegen nicht transitiv, d.h. es gibt normale 
Riaiume, in denen nicht normale Relativraume enthalten sind: das trifft 
sogar fiir alle normale Riume, die nicht vollstandig normal sind, zu. Es 
gilt namlich der 


Satz. Es sei E ein normaler topologischer Raum. Damit alle — 
als Relativrdume betrachteten — Teilmengen von E ebenfalls normal seien, 
ist notwendig und hinreichend, daf E vollstandig normal sei. 

Da8 die Bedingung hinreichend ist, ist selbstverstindlich: ist E voll- 
stindig normal, so sind, wie wir soeben gesehen haben, alle in ihm ent- 
haltenen Relativraume sogar vollstandig normal. 

Um die Notwendigkeit zu beweisen, betrachten wir einen normalen 
Raum £, dessen simtliche Relativraume ebenfalls normal sind; wir wollen 
beweisen, daB jedes Paar abgesonderter Mengen in k lurch Gebiete ge- 
trennt werden kann. 

Es sei A und B ein solches Paar. Im Relativraume 

C=E—A-B 
betrachten wir .die beiden relativ abgeschlossenen Mengen A-C und B-C. 
Aus A-B+ B-A=0 folgt, daB 
A=A-—BcE-—BcOC, 

also dab 

Ac A:-C; 
ebenso ist . 

Bc B-O. 
Anderseits sind aber A-C und B-C elementenfremd: 

(A-C)-(B-C)=A-B-C=A-B(E—A-B)=0; 


3) Vgl. FuBnote *). 
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unserer Voraussetzung gemaiB kénnen sie also in C durch Relativgebiete 
H, und Hy getrennt werden: 
H,:- Hz = 0, 
H,>A-C>A, 
Hz> B-C>B. 


Nun ist aber C ein Gebiet (im Raume Z); daraus folgt*’), daB H, und Hz 


ebenfalls Gebiete (in Z) sind. A und B werden also durch diese Gebiete 
getrennt, w. z. b. w. 


19. Von den Fragen, die auf die Beziehungen zwischen Trennungs- 
forderungen und Abzahlbarkeitsaxiomen zielen, werde ich hier nur folgende 
betrachten: 

Ist auch in einem Raume mit II. Abzahlbarkeitsaxiom jede der 
Forderungen a, @, 8, y, d von der vorangehenden unabhangig? 

Die beiden Beispiele des § 6 — in denen ja das II. Abzahlbarkeits- 
axiom offenbar erfillt ist — zeigen, daB auch in diesem Falle @ von a 
und 8 von @ unabhiangig ist. 

Es ist mir aber nicht gelungen, zu unterscheiden, ob auch y von 8 
unabhangig bleibt, d. h. ob es regulare nicht normale Raume gibt, in denen 
das II. Abzahlbarkeitsaxiom erfiillt ist. 


Hingegen folgt aus dem II. Abzahlbarkeitsaxiom, dab y=d ist; 
d.h. es besteht der 


Satz. Hin normaler Raum mit II. Abzahlbarkeitsaxiom ist voll- 
standig normal**), 


Diesen Satz zerlegen wir in zwei Hilfssitze, aus deren Vereinigung er 
unmittelbar folgt: 


Hilfssatz 1. Es seien A und B zwei abgesonderte Mengen, die in 
einem normalen Raume £ mit II. Abzahlbarkeitsaxiom liegen. Man kann 


dann zwei F,-Mengen®*) M,>A und Mg>B finden, die ebenfalls abge- 
sondert sind: 


A(M,, Mz) =0. 


Hilfssatz 2. Zwei abgesonderte F,-Mengen kénnen in einem nor- 
malen Raume (in dem das II. Abzahlbarkeitsaxiom nicht erfiillt zu sein 
braucht) durch Gebiete getrennt werden. 


37) Vgl. z. B. Tietze a. a. O. **), S. 298. 

%*) Dieser Satz kann (zufolge dem Satze im § 18) auch so formuliert werden: 
In einem normalen Raume mit IL. Abzdhlbarkeitsaxiume sind alle Relativrdume normal. 
In Réiumen mit II. Abzahlibarkeitsaxiom sind also alle Trennungseigenschaften 
transitiv. 


3°) D. h. Mengen, die als Vereinigungsmengen von abzahlbar vielen abgeschlossenen 
Mengen betrachtet werden kénnen (Hausdorff, loc. cit. S. 3u4—305). 
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20. Beweis des Hilfssatzes 1. Es sei H(A,B)=0. Wir be- 
trachten das Gebiet 


C= E—A-B; 
wir haben bereits gesehen (§ 18), daB die beiden Mengen A-C und B-C 
elementenfremd sind, und da8 

AcA-C, BcB-C. 

Man erkennt aber auch leicht, daB diese zwei Mengen abgesondert sind. 
In der Tat ist (4-C)c A, (B-C)cB, also 

H(A-C, B-C) 
= (A-C)-(B-C) + (B-C)-(4-C)c 4-(B-C) + B-(A-C) = A-B-C =0. 
Nun ist aber C eine F,-Menge: denn sogar in jedem regularen Raum mit 


II. Abzahlbarkeitsaxiom ist jedes Gebiet ein F,.*°) Daraus folgt, da8 
auch A-C und B-C F,-Mengen sind. 


Damit ist der Hilfssatz 1 bewiesen: es geniigt M,—A-C und 
Mz = B-C m setzen*"). 


21. Beweis des Hilfssatzes 2. Es seien Z und A zwei abgeson- 
derte F,-Mengen: 


(44) L=SF,, A=>@,, 
n=1 n=1 


wo die F, und ®, abgeschlossen sind. Wir setzen auBerdem 


(45) F,= %,=0, 

dann ist also 

(44*) L=3F, A=3S@,, 
n=0 n=0 


Aus (43) und (44*) folgt, daB fiir jedes n 
(46,) Pcl, @cA 


“) Dieser Satz ist in der Arbeit P. Alexandroff u. P. Urysohn, Mém. sur les 
espaces topologiques compacts**) bewiesen. 


“) Es ist vielleicht nicht iiberfliissig, zu bemerken, daB wir den Hilfssatz 1 fiir 
alle die ,Eigenschaft Ff“: 


Jedes Gebiet ist ein F., 


besitzenden normalen Riume bewiesen haben. Damit ist also — da Hilfssatz 2 aus- 


nahmslos fiir alle normalen Raume gilt — folgende Verallgemeinerung des obigen 
Satzes (§ 19) bewiesen: 


Jeder normale Raum, der die Higenschaft F besitzt, ist vollstindig normal. 
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und 
(47,) F,-AcL-AcH(L,A)=0, %L=0 
ist. 

Wir wollen jetzt zeigen, daB man zwei Folgen von Gebieten 
(48’) @¢¢,e¢,c...cG.... 
und 
(48”) Rehef.ec...¢eF,... 
derart finden kann, daB 
(49, ) G.a7,, Y,26,, 
(50,) G,-T,=0, 
(51,) G,-A=0, I,-L=0 
fiir jedes n sei. 

Fir n=0 geniigt es 

G,.=Ir,=0 


zu setzen; weiter verfahren wir durch Induktion. Wir setzen namlich 
voraus, da8 den Bedingungen (48), (49), (50), (51) geniigende Gebiete 
G,, G,,.-.,@4, und I, l,,..., I, bereits gefunden worden sind. 


Dann gilt zufolge (51,,), (50,), (47,4,), (46,,,) die Gleichung 
(@,+ Fys1)(A+T,) see G,-4+G4,-D,4+ Fy At+Fi ya ToL-T,= 0; 


die abgeschlossenen Mengen G,+ F,,, und 4+TI, kénnen also — wir 
haben ja vorausgesetzt, daB der Raum normal ist — durch zwei Gebiete, 
die wir G,,, und I’* nennen wollen, getrennt werden: 


(52) G+ Pasi Geass 
(53) A+Ir.cIr", 
(54) Gass T= 0. 

Aus (54) folgt noch, weil I’* ein Gebiet ist, daB 
(54*) Gr? =0. 


Es folgt nun aus (53), (46,,,), (51,) (47,4,), (54"), daB 


a) \ 
(Gass + L)-(0,+ P+1)= 6.4.04 Gass Pasa + L-T,+L-%,,,¢ 
bas G44.°0"+ G44,;4¢ 6,4, r= 0; 
die abgeschlossenen Mengen G,,,+ LZ und f+ 
zwei Gebiete @© und I’,,, getrennt werden: 


(55) 6.44,+5-@°, 


.+, K6nnen also durch 
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(56) | i a 2 err 
(57) G Paes 0; 
und es ist noch 

tae > = 

(57) G~-I.,=0. 


Jetzt ist leicht zu erkennen, da8 die erhaltenen Gebiete G,,, und I, ,, 
allen Bedingungen (48), (49), (50), (51) geniigen, d. h. da8 das Induktions- 
verfahren ungehindert weitergefiihrt werden kann. In der Tat folgt aus 
(52) bzw. (56), daB 


(48, ,,) G,¢ G,,, 


(49...) G >F 


n+1 n+1? n 


rn * 
(55) und (57°) lassen erkennen, dab 
r ral rr 
(50,44) Goa Ty, 


nt+1 


, z — oe sn? 
es folgt endlich aus (53) und (54°) bzw. aus (55) und (57°), dab 


(G,,,-4¢6,,,-r°=0, 
lf4,-bel,,,:-4°=0. 


(51,4) 


Damit ist die Existenz der Folgen (48) und (48”") gesichert. Wir 
setzen jetzt 


x . J 
G= D'G,, | te & 
n=0 n=0 


G und I sind Gebiete, die zufolge (50) elementenfremd sind**); da ander- 
seits, zufolge (49) und (44%), 


@ @ 
G=36,>) F, L, 


n=0 n=0 


8 


x 

— ’ y’ 

P=ST>SO.=—A 
n=0 n=0 


ist, so sehen wir, daB L und A durch die Gebiete G und I’ getrennt 
werden, w. z. b. w. 


Anhang II. Ein abzihibarer Raum, in dem das II. Abzahlbarkeitsaxiom 
nicht erfiillt ist**). 


22. Um einen solchen Raum zu konstruieren, betrachten wir zuerst 
wachsende Folgen {a,} positiver ganzer Zahlen 


(0 < )a,<a,<...<a "age 


*) Vgl. FuBnote *) 
*%) Vgl. FuBnote *). 
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Aus zwei solchen Folgen {a,} und {b,} kénnen wir eine ,,Vereinigungs- 
folge“ {c,} = {a,}+{b,} bilden, indem wir alle Zahlen a, und b, der 
GréBe nach ordnen; eine Zahl a;= b,, die in den beiden gegebenen Folgen 
vorhanden war, soll dabei nur einmal in die Folge {c,} aufgenommen 
werden. 


Eine wachsende Folge {a,}, deren Glieder der Bedingung 


. a 
lim — = oo 
n>ox 


geniigen, wollen wir schnell wachsend nennen. Dann gilt der 


Hilfssatz. Die Vereinigungsfolge zweier schnell wachsender Folgen 
ist selbst schnell wachsend. 


Beweis. Es sei {c,} = {a,}+ {b,}, 


ee ee 
lim — = lim = CO. 
n->@® n->@ 
Wir kénnen (bei beliebig gegebenem g > 0) eine positive Zahl N, derart 
wahlen, daB 
a, > nq, b,>nq 


fiir n N, ist. Es sei dann m eine beliebige ganze Zahl, die ~ -2N, ist, 
Von den m Zahlen 


(58  Serrey 


gehért ein Teil zu {a,}, ein Teil zu {b,} (und ein Teil zu beiden Folgen); 


da jede von diesen Zahlen wenigstens zu einer der beiden Folgen {a,} 

und {6,} gehért, so muB wenigstens eine der beiden Folgen > > Zahlen 

(58) enthalten. Wenn z. B. die Folge {a,} diese Eigenschaft besitzt, und 
m 


, ~— wohl (ER\% ie ~ ww 
wenn ¢, = a, die letzte zu {a,} gehérende Zahl (58) ist, so ist 7 >= > N,; 


te 


. ~ ™m . - 2 . 
also a; >jq=>-;q. Da andererseits c, zu (58) gehdért, also <c,, ist, 


m 


folgt hieraus fiir jedes m > 2N,, daB 


Cum Pa C,. — a; 


INV 


also daB 


. . f . 
lim inf * > 


m-> @ 


ist. Da q beliebig groB8 gewahlt werden darf, ist damit unsere Behauptung 
bewiesen. 

23. Als Punkte des abzihlbaren Raumes £ sollen alle nicht negativen 
ganzen Zahlen gelten. Dabei sollen alle positiven Punkte isoliert sein, 


wihrend als Umgebung des Punktes 0 jede Menge EZ — {a,}, die aus Z 
Mathematische Annalen. 94. 19 
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durch Fortlassung einer beliebigen schnell wachsenden Folge entsteht, an- 
gesehen werden soll. Es ist unmittelbar einleuchtend, daB die Hausdorff- 
schen Axiome A, O, D erfiillt sind; und das Erfiilltsein von B folgt aus 
dem soeben bewiesenen Hilfssatze. 

Der Punkt 0 ist offenbar ein Haufungspunkt von Z; es existiert aber 
in EZ keine gegen diesen Punkt konvergierende**) Punktmenge: denn jede 
unendliche Menge M enthilt eine schnell wachsende Folge {a,}, woraus 
folgt, daB die Bedingung ,,jede Umgebung des Punktes 0 enthalt fast 
alle Punkte der Menge M**‘) fiir die Umgebung 2 — {a,} nicht er- 
fiillt ist. 

Nun konvergiert aber gegen jeden Haufungspunkt eines Raumes mit 
I. Abzaéhlbarkeitsaxiom wenigstens eine in diesem Raume gelegene Punkt- 
menge*®*), in unserem Raume ist folglich das genannte Axiom nicht er- 
fiillt, w. z. b. w. 


Anhang III. Uber ein Problem von Herrn M. Fréchet. 


24. Herr M. Fréchet hat das Problem gestellt **), méglichst allgemeine 
Kategorien von Raumen aufzusuchen, in denen nicht konstante steiige 
Funktionen existieren **). 

Die vorangehenden Betrachtungen (Kap. II u. III) gestatten uns, 
dieses Problem fast vollstandig zu erledigen. Wir werden namlich sehen, 
daB solche Funktionen in allen normalen Raumen existieren, aber dab 
das nicht in allen topologischen, ja sogar nicht in allen Raéumen mit 
II. Abzihlbarkeitsaxiom der Fall ist. Es ist mir nur nicht gelungen zu 
entscheiden, ob auch reguldre Raiume existieren, in denen alle stetigen 
Funktionen konstant sind. 


25. Wir kénnen, wie schon gesagt, aus den Betrachtungen des Kap. Ii 
schlieBen, daB in jedem normalen Raume nichtkonstante stetige Funk- 
tionen existieren**). Ja noch mehr! Es besteht sogar der 


Satz. Es seien A und B zwei elementenfremde abgeschlossene, im 
normalen Raume E liegende Mengen. Man kann dann in E eine stetige 
Funktion f(x) erkldren, so daB 


*) Hausdorff, loc. cit. S. 232. 

*5) loc. cit. S, 263, II. 

*) Siehe z.B seine ,,Esquisse“, S. 377. 

*7) Die Funktionen f(z), von denen hier die Rede sein wird, sollen in dem 
betreffenden Raume definiert und reeliwertig sein (d.h. f(x) ist eine reelle Zahl). 
Ober Stetigkeit siche z. B. Hausdorff, loc. cit., Kap. IX, § 1. 

“*) Selbstverstindlich sind die aus einem Punkte bestehenden Raiume auBer 
Betracht zu lassen. p 
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f(z)=0 auf A, 
f(z)=1 auf B, 
O<f(x)<1_ in allen iibrigen Punkten von E 
eet. 

Vorbemerkung. Daraus folgt insbesondere, da es (in einem nor- 
malen Raum) stetige Funktionen f(z) gibt, die in zwei beliebig vor- 
gegebenen Punkten a und b verschiedene Werte annehmen: f(a) + f(b). 

Oder etwas allgemeiner: Zu jedem a und jedem G>a kann eine 
stetige Funktion gefunden werden, die in a gleich 0 und auBerhalb G 
durchweg gleich 1 ist **). 

Beweis. Wir setzen F= A, G,= E—B — was ja zur Inklusion 
FcG, fiihrt —, und definieren die Gebiete G, (0 <t<1) gemaB dem 
Hilfssatze 4, §10. Wir setzen auBerdem G,—0 fiir t<0 und G,=Z 
fiir ¢>1; dann ist die Bedingung 


aus t; < by folgt Gi, = Gi, 


fiir beliebige reelle ¢, und ¢, erfiillt. Wenn nun 2 irgendein Punkt von Z 
ist, so folgt aus dieser Bedingung, daB die Indizes ¢ derjenigen Gebiete G,, 
die den Punkt zx nicht enthalten, eine Halbgerade 


—co<tsr, oder —w<cit<r, 
erfiillen; und wir wollen f(z) = t, setzen. 

Fiir einen zu G, (also insbesondere zu A) gehérenden Punkt ist dann 
f(z) = 0; auBerhalb G, (d.h. auf B) ist f(x) offenbar = 1. Man erkennt 
ferner leicht, daB f(z) iiberall nichtnegativ und <1 ist. DaB aber diese 
Funktion auch stetig ist, kann man folgendermaBen einsehen: 

Es seien der Punkt a von £ und die positive Zahl « beliebig gegeben. 
Da a zum Gebiet G,,., aber nicht zum Gebiet G,_ + gehért, so folgt 

* © 


hieraus wegen G._c G._«, daB a im Gebiet G, ..—G,-. liegt. Wir 
a a 2 a a 


kénnen folglich eine Umgebung U, finden, die in diesem Gebiete liegt: 
U, a Gr +e a Dice cS Gr +e ae G,-. . 

Da jeder Punkt 2 von U, in G,,., aber nicht in G, _, liegt, ist in 

U, durchweg t,—e<t,<1,+¢, dh. 
|f(z) — f(@)| Se, 

was die Stetigkeit von f(x) im (beliebigen) Punkte a bedeutet. 

26. Ein topologischer Raum mit II. Abzihibarkeitsaxiom, 
in dem jede stetige Funktion konstant ist. Das ist der im Kap. III 

**) Vgl. die Sitze im § 27. 

19* 
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konstruierte Raum R. Es seien, in der Tat, f(z) eine in R stetige 
Funktion, a und } zwei beliebige Punkte dieses Raumes, « eine beliebige 
Zahl > 0. Wir kénnen dann zwei Umgebungen U, und U, derart de- 
finieren, da fiir <¢ U, baw. xc U, 


|f(a)—f(a)|<e baw. f(a) — f(b)| <e 
sei. Auf U, und U, ist dann 


f(x)—f(a)|<e _ baw. f(x) — f(6)| Se; 


| 


da aber in R jedes Punktepaar untrennbar ist, also U, und U, wenigstens 
einen gemeinsamen Punkt z besitzen, folgt hieraus, daB 


<= Ze. 


| 
| 
| = 
| = 


|f(b) — fla 
also — da a, b und « beliebig waren —, da8 f(x) konstant ist, w. z. b. w. 


27. Es ist iibrigens zu bemerken, da® das Fréchetsche Problem nicht 
nur mit meinem Beweise der Miachtigkeitssitze fiir zusammenhingende 
Mengen, sondern auch mit diesen Sitzen selbst eng verkniipft ist. 

Einerseits gibt es in jedem nichtzusammenhangenden Raume E£ nicht- 
konstante stetige Funktionen; wenn nimlich ZH = A-+-B eine Zerspaltung 
in zwei abgesonderte Mengen ist, geniigt es, f(2) = 0 auf A und = 1 auf B 
zu setzen; andererseits gelten die folgenden zwei leicht beweisbaren Sitze: 

In einem Raume, in dem zu jedem Punktepaare a,b eine stetige 
Funktion f(x) gefunden werden kann, fiir die f(a) + f(b) ist, isi jede 
zwischen zwei Punkten zusammenhdngende Menge mindestens von der 
Machtigkeit des Kontinuums. 

In einem Raume, in dem zu jedem a und jedem G>a eine stetige 
Funktion existiert, die in a gleich 0, auBerhalb G aber durchweg >1 
ist, ist jede Menge von positiver Dimension mindestens von der Machtig- 
keit des Kontinuums. 

Wir begniigen uns damit, die erstere Behauptung zu beweisen. Es 
sei C eine Menge, die zwischen den Punkten a und 6 zusammenhangend 


ist. Wir betrachten eine — der Voraussetzung nach existierende stetige 
Funktion /(x), fiir die f(a) < f(b) ist, und bezeichnen mit A,, C,, B, 


diejenigen Teilmengen von C, in denen f(x) bzw. klemer, gleich oder 
gréBer als ¢ ist; dabei ist ¢ eine beliebige der Bedingung 


fia t f(b 


geniigende reelle Zahl. Es ist 
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da nun auf A, und B, f(x) <t bzw. >t ist, sehen wir, dab 
H(A,, B,) = A,-B,+ B,-A,=9, 


also daB C, nicht leer sein kann: sonst wiirde ja C nicht zwischen a und 
b zusammenhangend sein. Andererseits sind Q,, und ©,, fiir t, + t, elementen- 
fremd; C enthilt folglich 2"° paarweise zueinander fremde Teilmengen C,, 
ist also mindestens von der Machtigkeit 2"°,.w. z. b. w. 


Die zweite Behauptung wird ganz analog bewiesen. 


28. Nachtriigliche Bemerkungen. Der Satz des § 25 ist fiir das 
Metrisationsproblem ’) von groBer Wichtigkeit: Ich beabsichtige demnichst 
eine Arbeit zu publizieren, in der ich mittels dieses Satzes zeigen werde, 
daB jeder normale topologische Raum mit I1. Abzdhlbarkeitsaxiom einem 
metrischen Raume homdomorph ist). 


Derselbe Satz ist auch mancher anderen Anwendungen fahig; er erlaubt 
z. B., den Satz tiber die Erweiterungsméglichkeit des Definitionsbereiches 
einer stetigen Funktion, mit dessen Beweis fiir den Fall der gewéhnlichen 
n-dimensionalen sowie der metrischen Raume sich viele Autoren beschaftigt 
haben **), auf alle normalen Raiume zu iibertragen. Ich will hier naémlich 
den folgenden Satz beweisen: 


Ist F eine abgeschlossene Menge des normalen Raumes E und ¢(zx) 
eine beschrankte Funktion, die auf F definiert und daselbst stetig ist, so 
kann man eine im ganzen Raume stetige beschrinkte Funktion f(x) 
finden, die auf F mit p(x) zusammenfallt ™). 

Beweis. Wir bemerken zuerst, daB der Satz des § 25 auch dann 
richtig bleibt, wenu z. B. die Menge A leer ist, und da8 man in seiner 
Formulierung die Zahlen 0 und 1 durch zwei beliebige Zahlen «@ und £ 
(«<< 6) ersetzen kann. Wir setzen nun (x)= (x) und bezeichnen 
mit s) die obere Schranke von |q,(2)|; wir bezeichnen ferner mit A, 
und B, diejenigen (abgeschlossenen) Teilmengen von F, in denen 


) Eine unmittelbare Folge des genannten Metrisationssatzes ist der im § 19 
bewiesene Satz (nicht aber dessen Verallgemeinerung in FuBnote **)). 

51) Vgl Lebesgue, Palermo Rendic. 24 (fiir die Ebene); Brouwer, Math. Ann. 71, 
S. 309 (implicite) und 79, S. 209 (explicite); de la Vallée Poussin, Intégrales de 
Lebesyue, fonctions d' ensemble, classes de Buire, § 125; Bohr (mitgeteilt in Carathéodory, 
Vorlesungen iiber reelle Funktionen, § 541, 542) (alle fiir den R,); Tietze, Journ. f. 
Math. 145, 8.14; Hausdorff, Math. Zeitschr. 5, S. 296 (beide fiir metrische Raume). 

52) In nicht normalen Riumen braucht dieser Satz nicht erfiillt zu sein: es 
geniigt, den im § 26 erwihnten Raum R zu betrachten, eine aus zwei Punkten a 
und b bestehende Menge F in ihm zu wihlen und alsdann y(a)=0, y(b)=1 au 
setzen; die Funktion (a) ist offenbar auf der abgeschlossenen Menge F stetig, kann 
aber nicht auf den ganzen Raum stetig erweitert werden. 
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P(x)S—- * bzw. > * ist, und bestimmen in Z gemaB dem Satze des 


§ 25 eine stetige Funktion f,(x), die = — * auf A,, = * auf B, ist, 
und in allen iibrigen Punkten von EZ der Bedingung | f,(2)| < * geniigt. 
Wenn wir jetzt auf F 


YP, (2) = Po(z) — fo(z) 
setzen, so ist ~,(x) eine auf F stetige Funktion, und die obere Schranke y, 
von |, (x)| geniigt offenbar der Ungleichung yu, < § My. 
Der Ubergang von ¢,(x) zu g,(x) vollzieht sich in genau derselben 
Weise: A, und B, sind diejenigen Teilmengen von F, in denen 


7, (z)S—- 2 bzw. > S ist, f,(x) eine in Z stetige Funktion, die auf 
diesen Mengen = ~~ bzw. = 4 ist, sonst aber der Ungleichung 


iA(z)is 7 geniigt, und »,(x) = y,(z) — f, (2). 
In dieser Weise fortfahrend, erhalten wir zwei Folgen 
gle), H{e),..---. (6) ---. we £(a), f(a), ... f(a), --- 


von stetigen Funktionen, die auf F bzw. in EZ definiert sind und, wie 
leicht ersichtlich, daselbst den Ungleichungen 


2\* : _~ (8\* a 
(59) \?.(%)|S x) Mo, 1f,(@)iS (5 —- 


Geniige leisten; auf F ist auBerdem 


(60) Puii(%) = &, (2) — f,,(2). 
Wenn wir jetzt . 
f(x) = » f(x) 
n=0 


setzen, so folgt aus (59), daB diese Reihe gleichmaBig konvergent, also 
daB die im ganzen Raume definierte Funktion f(x) stetig ist; f(x) ist 
auch beschrankt, da, zufolge (59), 


, = 1 « 
a= 


ist. Auf F ist aber, wie aus (60) und (59) ersichtlich ist, 


f(x) = x P,, (2) ste Pni1(%)) = Po(x) —_ pix), 


n=0 


womit alles bewiesen ist **). 


5%) Im Falle eines (beliebigen) metrischen Raumes gestaltet sich der hier gegebene 
Beweis besonders einfach, da dann der Saiz des § 25 trivial wird: es geniigt namlich 


f (x)= ote atte 2. B) zu setzen, wo o(x,A) die Entfernung von z bis A (d.h. 





die untere Schranke der Entfernung zwischen z und einem variablen Punkte von A) ist. 
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Zum Schlusse méchte ich noch bemerken, daB der Satz des § 25 eine 
Eigenschaft der normalen Raume zum Ausdruck bringt, die der Normalitat 
dquivalent ist, d. h. daB ein Raum, in dem diese Eigenschaft — oder auch 
nur die schwichere Eigenschaft, die dadurch entsteht, daBS man die Zusatz- 
bedingung ,,0</f(z)<1 im allen itibrigen Punkten von HZ“ streicht — 
erfiillt ist, eo ipso normal ist. Es sei, in der Tat, Z ein Raum, in dem 
die schwichere Eigenschaft erfiillt ist, und A und B zwei zueinander 
fremde abgeschlossene Mengen dieses Raumes; indem wir eine stetige 
Funktion f(z) bilden, die auf diesen Mengen =0 bzw. =1 ist, und 
alsdann mit G, und @,z diejenigen Mengen bezeichnen, in denen f(x) < } 
bzw. >} ist, erhalten wir offenbar die in der Definition der Normalitat 
verlangten Gebiete. 


Le Batz (Loire Inférieure), den 14. 8. 1924. 


(Eingegangen am 23. 8. 1924.) 











Zur Begriindung der 22-dimensionalen 
mengentheoretischen Topologie. 


Von 


Paui Alexandroff in Moskau. 


Dem Andenken meines lieben Freundes Paul Urysohn gewidmet. 


Der Zweck dieser Arbeit ist, den bis jetzt fehlenden, wirklich all- 
gemeinen, d. h. von den speziellen Eigenschaften der Euklidischen Raume 
unabhaingigen Aufbau der mengentheoretischen Topologie der Mannigfaltig- 
keiten beliebiger Dimensionen zu erméglichen, wozu eine rein topologische 
und abstrakt gefaBte Definition des n-dimensionalen Elementes *) (d. h. des 
dem gewodhnlichen Simplexe des n-dimensionalen Zahlenraumes homéo- 
morphen topologischen Raumes*)), notwendig und — wie man leicht ein- 
sieht auch hinreichend ist. 


I. Das abstrakt definierte Spektrum. 


1. Gegeben sei eine unendliche Menge R von irgendwelchen Ele- 
menten x, von der weiter gar nichts vorausgesetzt sei. 

Es sei n eine beliebige nicht negative ganze Zahl. 

Def. 1. Hine jede aus n-+-1 verschiedenen Elementen bestehende Teil- 


menge der Menge R heift ein n-dimensionales Geriist und wird durch 
+(n) . 3 
I’ bezetchnet*). 


Bemerkung. Man kann also von den in einem n-dimensionalen Ge- 
riiste I” enthaltenen Geriisten niedrigerer (insbesondere auch 0-ter Dimen- 


‘) Brouwer, Uber Abbildungen von Mannigfaltigkeiten, Math. Annalen 71, S. 97 
Daselbst befindet sich auch eine Definition der n-dimensionalen geschlossenen und 
offenen Mannigfaltigkeiten. 

*) Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, Leipzig 1914, S. 215 


*) Eventuell mit verschiedenen Indizes, z. B. Tg ee we ie? pn usw. 
Be Sarre 
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sion), allgemein von den p-dimensionalen (0 <p <n) Teilgeriisten des 
Geriistes I” sprechen ‘). 


Def. 2. Eine endliche Menge von n-dimensionalen Geriisten I’,”’, ..., 
heiBt ein n-dimensionales Netz und wird durch §™ = {T\", ..., Dy} be- 
zeichnet. Die p-dimensionalen Teilgeriiste (0 < p <n) der des Netz £™ 
bildenden Geriiste 7”, ..., 7” heiBen die p-dimensionalen Geriiste des 
Netzes £™ 

Def. 3. Die Verfeinerung eines Netzes. Die Verfeinerung des 
Netzes §™ = {T,",..., T°," } besteht im folgenden: 


A. Einem jeden p-dimensionalen Geriiste I,” (0<p<n) des 
Netzes £™ wird ein bestimmtes, im Falle p+ 0 in keinem Geriiste des 
Netzes enthaltenes, im Falle p= 0 mit dem Geriiste I,” selbst zusammen- 
fallendes Element der Menge R eineindeutig zugeordnet und als Schwer- 
punkt des Geriistes I’,”’ bezeichnet. 

B. Nachdem in dieser Weise fiir jedes p-dimensionale (0 < p< n) 
Geriist des Netzes £’ ein bestimmter Schwerpunkt festgelegt ist, betrach- 
ten wir fiir jedes I,” des Netzes F” alle (n +1)! Folgen von der Art®) 


+ (nm) +(m—1) +(0) 
1 ) ie =a; >:.-orl, , 


wo jedes folgende Geriist ein beliebiges, im vorangehenden enthaltenes 
Geriist nachstniedriger Dimension ist. Jeder solchen Folge entspricht ein 
n-dimensionales Geriist, das aus den Schwerpunkten der diese Folge bil- 
denden Geriisten (1) besteht. Die dem Geriiste I," in dieser Weise ent- 
sprechenden (n +1)! Geriiste nennen wir die von I," unmittelbar ab- 
geleiteten Geriiste und bezeichnen sie immer so: 


(9 +(n) +(n) y(m) 
2) Dos» Toss +>+s Seeeent 


(wobei das Zeichen « z. B. auch ein festes Indizessystem u. dgl. bedeuten 
kann *) ). 


Indem wir jedes Geriist I," des Netzes §™ durch die entsprechenden 
unmittelbar abgeleiteten Geriiste (2) ersetzen, erhalten wir ein neues’ 


r 


r( . . 
Netz F;", das aus £" durch Verfeinerung entstanden ist. 


*) Der logische Unterschied zwischen einem Geriiste 0-ter Dimension (d. h. einer 
nur aus einem Elemente x bestehender Menge) und dem einzigen Elemente, aus dem 
diese Menge besteht, wird in dieser Arbeit nicht beriicksichtigt. 

5) Das Zeichen > heibt ,enthalt“, das Zeichen c hei8t ,ist enthalten in“; z. B. 
wenn A und B Teilmengen von R sind, z ein Element (von R) ist, so heiBt A> B 
(oder Bc A), daB B eine (eventuell auch unechte) Teilmenge von A ist, und AD>x 
(oder xc A), daB x ein Element von A ist. Vgl. die vorige FuBnote *). 


*) Falls die das Netz &™ bildenden [™ mit solchen versehen sind. 
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2. Es bestehe jetzt das Netz £™ aus einem einzigen Geriste °™. In- 


dem wir dieses Netz verfeinern, bekommen wir ein aus (n +1)! Geriisten 
(n) (nm) v(n) (n) 
r, 5) ry , 229 | a ***9 Din+2)! 


bestehendes Netz F{". Aus f{” kann man durch Verfeinerung wieder 
ein neues Netz £,", das aus ((n +1)!)* Geriisten T,;, besteht, erhalten 
(Deas T%,2)-+-> Te,.45--+s T%,,mn4a Sind die aus Ty, unmittelbar abgelei- 
teten Geriiste). 

Man erhilt in dieser Weise eine Folge von Netzen 


, 


(3’) Fn Op 1c he 


**9 


wobei Ff” aus ((n-+1)!)* Geriisten I", ;, besteht (die ¢ durchlaufen 
unabbangig voreinander alle Werte von 1 bis (n+ 1)! inklusive), und die 
aus «hs unmittelbar abgeleiteten Geriiste 


+ (nm) (m) + () (nm) 
TG, %. oo» Oh, 19 i ees (2 teey> * °°? | a vanes ix, (n+1)! 


sind. 


Def. 4. Hin jedes Geriist Fi", ...éx, py... pn» WO h eine beliebige natiir- 
liche Zahl ist, und p,, P.,..-, P, beliebige ganze Zahlen zwischen 1 und 
(n-+1)! sind, heiBt ein von dem Geriiste I, «, (im allgemeinen nicht 
unmittelbar) abgeleitetes Geriist. 

Endlich 


Def. 5. Hine Folge (3’) von n-dimensicnalen Netzen, von denen das 
erste aus einem einzigen Geriiste '™ besteht und jedes folgende aus dem 
vorhergehenden durch Verfeinerung entstanden ist, heiBt ein n-dimen- 
stonales Spektrum. 


Il. Das Spektrum in topologischen Raiumen. 


3. Von jetzt an werden wir voraussetzen, daB die Menge R, von der 
wir ausgegangen sind, die Menge aller Punkte eines topologischen Raumes 
ist, d. h. daB in R gewisse Teilmengen, die wir Gebiete nennen wollen, 
derart definiert sind, daB folgende zwei Forderungen erfillt werden: 

1. Der Durchschnitt zweier Gebiete und die Vereinigungsmenge be- 
liebig vieler Gebiete ist wiederum ein Gebiet. 

2. Zu je zwei verschiedenen Punkten (d.h. Elementen von R) gibt 
es stets zwei, diese Punkte bzw. enthaltende zueinander fremde Gebiete. 

Indem wir als Umgebung eines Punktes — ein jedes ihn enthaltendes 
Gebiet betrachten, kehren wir, im wesentlichen, zu der urspriinglichen 
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Hausdorfischen Definition zuriick, die mit der hier gegebenen, von Tietze 
herriihrenden Erklirung unmittelbar aquivalent ist’). 


Def. 6. Die abgeschlossene Hiille*) der Vereinigungsmenge des Ge- 
ristes T;",,,....;, und aller von ihm abgeleiteten Geriiste heift der dem Ge- 
riiste Tj"; ....i, entsprechende Kristall R{",,,.;, des Neizes Ff”. 

Das Geriist ri. aoa. i, (das dem Netze Ff," gehért ) hei Bt das Geriist 
des Kristalles Ri”; ...i,- 


Ill. Der Hauptsatz. 


4. Satz. In einem topologischen Raume R sei ein n-dimensionales 
Spektrum 


(3) oat At he ae 
gegeben, das folgenden Bedingungen geniigt: 

(a) Zwei Kristalle eines und desselben Netzes haben nur dann gemein- 
same Punkte, falls dies fiir thre Geriiste der Fall ist. 


(b) Jede abnehmende Folge von Kristallen hat einen nicht leeren 
Durchschnitt. 


(c) Jeder Punkt des Raumes ist wenigstens in einem Kristalle ent- 
halten. 

(d) Zu jedem Punkte — des Raumes und zu jedem diesen Punki ent- 
halienden Gebiete G gibt es ein bestimmtes Netz des Spektrums, so dap 
alle den Punkt & enthaltenden Kristalle dieses Netzes im Gebiete G ent- 
halten sind. 

Unter diesen Voraussetzungen ist der Raum R dem gewdhnlichen 
n-dimensionalen Euklidischen Simplexe homéomorph. 


”) Vgl. Hausdorff, a.a.O. S. 213; Tietze, Beitrige zur allgemeinen Topologie, I, 
Math. Annalen 88, S. 294, (A°)—(D°). 

®) Die abgeschlossene Hiille einer in einem topologischen Raume ® gelegenen 
Menge M ist die Menge M, die aus allen Punkten M und allen Haufungspunkten 
dieser Menge besteht. Hausdorff (a. a. 0. 8.219, 220) bezeichnet diese Menge durch Ma. 


x (n+1)! 
7 = v y (n) ini - 
Falls wir oe ale > > Fae ae ei «es Pa’ d.h. als Vereinigungs 
h=1 Pyros P,=1 
menge aller derjenigen Geriiste, deren erste k Indizes die Werte i,, i,, ..., i (in der 


gegebenen Reihenfolge) haben, definieren, so ist, der Definition 6 gemaB, RY. 
gleich M; ; 

Es sei noch bemerkt, deB wir das Summenzeichen 2, bzw. +, stets fiir Ver- 
einigungsmengen gebrauchen, ohne uns durch die gemeinschaftlichen Punkte, die die 
einzelnen Mengen untereinander haben kénnen, abschrecken zu lassen. In analoger 
Weise wird das Produktzeichen J] bzw.- stets fiir Durchschnittsmengen gebraucht, 


peree te 


so daB z. B. Il A,, den Durchschnitt aller Mengen A, (der auch leer sein kann) bedeutet. 
n=1 
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Bemerkung. Der soeben ausgesprochene Satz driickt eine nicht nur 
hinreichende, sondern auch notwendige Bedingung fiir die Méglichkeit einer 
eineindeutigen und stetigen Abbildung eines topologischen Raumes auf das 
gewohnliche n-dimensionale Simplex aus — es geniigt namlich, um das 
einzusehen, die n-+-1 Eckpunkte eines gegebenen n-dimensionalen Sim- 
plexes R als das einzige n-dimensionale Geriist des Anfangsnetzes F™ zu 
betrachten, und immer unter den der Verfeinerungsoperation zugrunde 
liegenden Schwerpunkten der Geriiste rr (0< psn) die wirklichen 
Schwerpunkte der durch die Punkte von I” als Eckpunkte eindeutig 
bestimmten Simplexe zu verstehen. Das auf diese Weise eindeutig be- 
stimmte Spektrum 


. 


¢ > (mn) 7 (n) ~ (m) > (nm) 
(3 f a! ae ° eee TRE 9 +88 


> 


des gewohnlichen n-dimensionalen Simplexes R wollen wir das bary- 
zentrische Spektrum nennen; es geniigt — wie man aus elementargeo- 
metrischen Griinden sofort einsieht — allen Voraussetzungen unseres Haupt- 
satzes. 


IV. Beweis des Hauptsatzes. 


(n+1)! 
. ( , ( . 
5. Hilfssatz 1. Ri": = | sg i tnsbesondere auch 


+ 1 
(n+1)! aos 
, 


( 
R= > R;”. 
i,=1 
In der Tat ist offenbar *) 
(n+1)! 
M, ,¢,,.. © een P a ee eee 
a tee el 
folglich 
(n+1)! (n+)! 
Ri, 6,02 = Meg, rte= DS Mig, ctertess = © Riig.tetess 


ty ,=1 tea yal 
(n+1)! 
Nachdem soviel bewiesen ist, folgt die Gleichung R= S’ R,, direkt 


, i,=1 
aus der Voraussetzung (c) des Hauptsatzes. 


Hilfsatz 2. JJ R,,.;.,....4, besteht immer nur aus einem Punkte 
k=1 


Ire 


it te ooo 2 

Nach der Voraussetzung (b) ist diese Menge jedenfalls nicht leer; 
falls sie zwei verschiedene Punkte é und » enthielte, wiirde ein jedes den 
Punkt & enthaltende Gebiet (nach der Voraussetzung (d)) jedes R; ;...... «, *°) 








*) Vgl. fiir die Bedeutung von Mj,,i.,..,,%, die FuBnote *); wir werden im 
folgenden, da kein MiGverstindnis zu erwarten ist, stets BR, ,  ;, statt Re. 
schreiben. : 

%) Der in der Formulierung des Hilfssatzes 2 stehenden Folge. 


«o & 
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bei hinreichend groBen k, und a fortiori den Punkt 7 enthalten, was im 
Widerspruche mit der in jedem topologischen Raume erfiillten Forderung 2 
des § 3 steht. 

Hilfssatz 3. R ist ein kompakter™) topologischer Raum. 


Es sei E eine unendliche Teilmenge von R. Da #,, bei beliebigem k, 
immer <(n-+1)! ist, so gibt es eine unendliche Folge 


Ry, 2 Ry, 4, >... Oe ae => ..65 


so daB R,, ;,,....4, unendlich viele Punkte von E enthilt. 
Es sei I Ri, ,i,,...,i = & und G@ ein beliebiges, den Punkt € ent- 
k=1 


haltendes Gebiet; nach (d) ist (fiir ein geniigend groBesk) G > Ry, i...» 
also € ein Haufungspunkt von Z. 
Hilfssatz 4. R geniigt dem II. Abzdhlbarkeitsaxiom **). 


Es seien 


owe i Me: 


alle Vereinigungsmengen von je endlich vielen Kristallen, und es sei, bei 
beliebigem m, G,, die Menge der inneren Punkte von ®,. Es ist klar’*), 
daB G,, ein Gebiet ist. Es seien nun é und G, Ec G, beliebig gegeben. 
Nach (d) gibt es ein £,", so daB die Vereinigungsmenge ®, aller den 
Punkt & enthaltenden Kristalle des Netzes £,” in G enthalten ist. Ich 
behaupte, ®, enthalt £ als inneren Punkt. In der Tat, im entgegen- 
gesetzten Falle wiirde 


Ec(R + b,)oP,=®,, 
wo ®. die Vereinigungsmenge aller in ®, nicht vorkommenden Kristalle 
des Netzes £," ist, sein; das letzte Ergebnis widerspricht aber der Tat- 
sache, daB #, alle den Punkt & enthaltenden Kristalle des Netzes F;” 
enthalt. Also ist ce G,,¢P,,<G, womit unser Hilfssatz bewiesen ist. 


Aus den Hilfssitzen 3 und 4 und einem Satze von Paul Urysohn**) 
folgt unmittelbar der 





11) Ein Raum hei®t kompakt (Fréchet), falls in ihm jede unendliche Menge 
wenigstens einen Haufungspunkt hat. 

2) D.h. man kann in R eine abzihlbare Menge von Gebieten G,, G,,.-., Gm,... 
derart angeben, daB fiir jeden Punkt & und jedes ihn enthaltende Gebiet G ein Ge- 
biet G,, (unserer festen abzihlbaren Menge) von der Beschaffenheit § < G, ¢ G 
existiert. Vgl. Hausdorff, a. a. O., 8.263, Axiom (F). 

18) Hausdorff, a. a. O. 8S. 215. 

44) P. Urysohn, Uber die Metrisation der kompakten topologischen Raume, Math. 
Ann. 92, 8.275. Der Urysohnsche Satz lautet: ,Ein jeder kompakte, dem II. Abzibl- 
barkeitsaxiom geniigende topologische Raum ist metrisierbar.“ D.h. man kann fiir 
alle Punktepaare (x,y) eines solchen Raumes eine Entfernung o(z,y) bestimmen, 
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Hilfssatz 5. Der Raum R kann als ein metrischer Raum voraus- 
gesetzt werden. 


Von jetzt an ist also R ein metrischer Raum. 

Hilfssatz 6. Hs gibt fiir ein beliebiges « >0 eine ganze positive 
Zahl k,, so daB 5(R;,.4,,...,%) <@ tst, sobald k > k, ist*). 

Vorausgesetzt, der Hilfssatz wire falsch. Es existiert dann eine un- 
endliche Folge 


(4) Ry», Ry > swag Ry? a? a? er 


von Kristallen, deren Durchmesser simtlich > « sind. 


Da es nur (n-+1)! verschiedene h? geben kann, so existiert eine 
kleinste Zahl ¢,<(n-+-1)!, so daB es unter den (4) unendlich viele 
Kristalle gibt, deren erster Index gleich ¢, ist. Aus denselben Griinden 
kénnen wir eine Zahl ¢, derart finden, da8 zwischen denjenigen Kristallen 
der Folge (4), deren erster Index ¢, ist, unendlich viele vorkommen, bei 
denen ¢, als zweiter Index steht. In dieser Weise fortschreitend, erhalten 
wir eine feste Folge natiirlicher Zahlen 1,,%,,...,%,,.--, %<&(n+1)! 
derart, daB eine jede Indizeskombination #,,%,,...,%, in der Folge (4) 
unendlich oft vorkommt (in dem Sinne, da8 es fiir jedes & unendlich 
viele Kristalle dieser Folge gibt, deren erste k Indizes die Werte 
t,,%,,--+-,%, in der hier gegebenen Reihenfolge haben). Das heiSt aber, 
daB, bei beliebigem &, R;,«,,....4, Wwenigstens einen Kristall (und sogar 
unendlich viele) der Folge (4) enthalt, also 5(R,«,....4,)2¢ ist. Da 
aber R ein kompakter metrischer Raum ist, und Ry, ;,,..., i > Ré,,,..., tte, 
bei beliebigem & ist, so ist, wie eine leichte Uberlegung zeigt, auch 


5( II Ri... ste) 2&, Was mit dem Hilfssatze 2 in einem Widerspruch 
E=1 
steht. 


Hilfssatz 7. Es gibt fiir eine beliebige natiirliche Zahl k ein 
solches d,>0, daB zwei beliebige Punkte des Raumes R, deren Ent- 
fernung <d, ist, entweder einem oder zweien, gemeinschajftliche Punkte 
besitzenden Kristallen des Netzes f, angehoren. 


die dann und nur dann verschwindet, wenn z und y zusammenfallen, und die die 
bekannten Fréchetschen Forderungen 0< 0 (z,y)=0(y,%)So(2,2)+o(y,z) (fir 
einen beliebigen Punkt z) erfillt. Der so gewonnene metrische Raum soll dabei 
natiirlich dem urspriinglichen topologischen homéomorph bleiben. Ein besonders ein- 
facher Beweis dieses Satzes befindet sich in der nachstehenden Arbeit: P. Urysohn, 
Zum Metrisationsproblem, insbesondere § 4. 

**) 6(E) bezeichnet den Durchmesser (= die Breite, Hausdorff, a. a. O. S. 290) 
einer in einem metrischen Raume gelegenen Menge, d.h. die obere Schranke der 
Entfernungen ihrer Punkte. 











Mengentheoretische Topologie. 803 


Vorausgesetzt, der Hilfssatz wire falsch. Es gibt dann zu jeder natiir- 
lichen Zahl m zwei Punkte z, und y,, so daB o(z,, y,,) < a ist, und 
m m m 9m 


zwei beliebige, den Punkt 2, bzw. y,, enthaltende Kristalle ee 


und Ry ,¢,,....¢, (% fest!) zueinander fremd sind. , 


Es sei 


(5) Len,» Tags oo +s Leer oes 


eine zu einem Punkt & konvergierende Teilfolge der Folge aller z,. Die 
Punktfolge 
Yn? Yor 00? Yer oe 


= ist) zum selben Punkte é. 


k iert dann (d 

onvergiert dann (da o(z,,y,,.)< =, ist 
Man kann nun einen unendlich viele Punkte 

(6) Xm!» Lmts +++5 Tmss ++- 


der Folge (5) enthaltenden Kristall R, , », 
(nach unserer Voraussetzung von R, |» ...., p 
1° *2 


Py finden, und auch einen solchen 
. sicher verschiedenen) Kristall 
Ro, ,a,.-.-., #uswahlen, welcher unendlich viele Punkte der Folge 


(7) Ying? Yager 20> Yager o> 
2 


enthalt. Nach unserer Voraussetzung miissen die beiden Kristalle 
ee und Ry a we % zueinander fremd sein; andererseits enthalt 
sowohl R, .»,,....p, 18 Ry,¢,,....¢, den gemeinsamen Limespunkt ¢ der 
beiden Folgen (6) und (7), womit wir zu einem, den Hilfssatz 7 be- 
weisenden Widerspruche gekommen sind. 


6. Es seien jetzt zwei Spektra 
(8) FP, 6 ae 6 i Tee 
(9) a et ee 
abstrakt gegeben. Es seien M, bzw. M, die Vereinigungsmengen aller im 


Netze £,” baw. | vorkommenden Geriiste, und M = SM, bzw. M =3 M,. 
=1 =1 

Es ist leicht zu sehen, da8 man zwischen den Mengen M und M eine 
eineindeutige Beziehung 8(M, M) von der Art hat, daB dabei die Mengen 
M, und M, sowie die Mengen JY"... ;, und r".....« einander ent- 
sprechen. 

Eine 8(M, M) von der soeben beschriebenen Art entsteht, indem 
man (aus den (n-+1)! méglichen) irgendeine eineindeutige Beziehung 
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zwischen**) [ und I°™ wahlt, und dann die Schwerpunkte in (8) und 
(9) der Reihe nach einander entsprechen la8t. Die auf diese Weise fest- 
gelegte Beziehung 8(M, M) hat noch die evidente Eigenschaft, daB, falls 
ry"... und Tj"... gemeinsame Elemente haben, dasselbe auch 
von Ti"\.,...,% und i. gilt, und umgekehrt. 

7. Es sei jetzt (8) das Spektrum (3), von dem es sich im Haupt- 
satze handelt, (9) das im § 4, Bemerkung, beschriebene baryzentrische 
Spektrum (3) des gewéhnlichen n-dimensionalen Simplexes R. Indem 
wir die Bezeichnungen des § 6 behalten, besteht der folgende 


Hilfssatz 8. Die eineindeutige Bezichung 6(M, M) ist beiderseits 
gleichmafig stetig. 

Zuerst bemerken wir, daB die, zwischen den, den Geriisten i a 
baw. Ii”... entsprechenden, Kristallen R{”,;, und R{”,...;, (von 
denen das letzte offenbar ein gewéhnliches n-dimensionales Simplex ist), 
vorhandene eineindeutige Beziehung, zufolge der Voraussetzung (a) des 
Fundamentalsatzes und der, in den letzten Zeilen des Paragraphen 6 
ausgesprochenen, Eigenschaft der Beziehung 8 (M, M), der folgenden Bedin- 
gung geniigt: 
| an i, und a haben dann und nur dann gemeinsame 
Punkte, falls es der Fall fiir Rj, ;......i, und Rj,;,...4, tat. 

Es seien jetzt &, und d, die fiir das Spektrum (9) und den Raum R 
in derselben Weise, wie &, und d, fiir (8) und R, gebildeten Zahlen 
(siehe Hilfssitze 6 und 7). Es sei x, die gréBte der beiden Zahlen k, 
und &,, und 4, die kleinste der beiden Zahlen d, und d, . 

Es sei nun e eine beliebige positive Zahl. Wir wiahlen die natiir- 
liche Zahl & gréBer als x, und 7 kleiner als 6,. Es seien jetzt a, und a, 


om 


? 

zwei beliebige Punkte der einen der beiden Mengen M oder M, unter 
der einzigen Bedingung, da8 die Entfernung zwischen a, und a, kieiner 
als » ist; es seien a, und @, die den Punkten a, und a, entsprechenden 
Purxte der anderen Menge (d.h. falls a, und a, in M enthalten sind, 
sind @, und 4, Punkte von M, und umgekehrt). 

Da o(a,,a,)< 7 ist, gehéren, nach dem Hilfssatz 7, die beiden 
Punkte a, und a,, und also auch die Punkte a, und 4,, zu einem oder 
zu zwei nicht zueinander fremden Kristallen des Netzes £; (bzw. Ff), die, 


nach dem Hilfssatze 6, jedes einen Durchmesser < - hat; o(a,,@,) ist 


folglich kleiner als 2 =e, womit der Hilfssatz 8 bewiesen ist. 


r+( ° ° ° ° * - 
16) T™ baw. J bezeichnet, wie immer, das einzige Geriist, aus dem das 


Netz F™ in (8) bzw. -™ in (9) besteht. 





-— 2h ie Bes 


h— ike fo Be teed bee 


tt 6: a> ~~ 
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Ein allgemeiner Abbildungssatz tiber vollstandige*’) metrische Raéume. 


8. Hilfssatz 9%). Hs seien in zwei vollstandigen metrischen 
Réumen KR und R zwei iiberall dichte (in R bzw. in RK) Mengen A 
bew. A gegeben, die aufeinander eineindeutig und beiderseits gleich- 
mafig stetig abbildbar sind; dann sind die Riume R und KR homéo- 
morph. 

Wir bezeichnen durch § einen beliebigen der beiden Riume ® und &, 
B die ihm entsprechende von den beiden Mengen A und A. Der andere 
Raum (bzw. die andere der beiden Mengen) wird durch § (bzw. B ) be- 
zeichnet. Die Punkte von S, S, B, B werden baw. durch E, &, x, & be- 
zeichnet, wobei, zufolge der vorausgesetzten Abbildung B ~ B, wir die 
Punkte z und z als die in dieser Abbildung einander entsprechenden 
Punkte betrachten diirfen. 


Wegen der vorausg2setzten beiderseits gleichmaBigen Stetigkeit der 
Abbildung zwischen den Mengen A und A entsprechen 


1. einer konvergenten Punktfolge z,,2,,...,2,,... eine ebenfalls 
konvergente Punktfolge z,, z,,..., % 


Sees 

2. zweien zu demselben Punkte konvergierenden Punktfolgen { 2, } 
und {z,;} zwei Punktfolgen {z,} und {2%}, die ebenfalls zu einem 
gemeinsamen Limespunkt konvergieren. 


Daraus folgt leicht, da®, indem wir jedem Punkte &, des Raumes § 
den einzigen Limespunkt &, aller Folgen {z,}, die den zu &, konver- 
gierenden Folgen {z,} entsprechen, entsprechen lassen, wir eine einein- 
deutige Beziehung zwischen S und § (d. h. zwischen R und §R) erhalten. 
Wir werden nun immer mit = den dem Punkte é zufolge dieser Beziehung 
entsprechenden Punkt bezeichnen, und werden die beiderseits gleich- 
maBige Stetigkeit dieser Beziehung beweisen, indem wir es fiir die Ab- 
bildung S— § tun. 


Es sei also ein beliebiges « > 0 gegeben. Es existiert, zufolge unserer 
Voraussetzung, ein 7 >0, so daB aus o(2’,2”)<» die Ungleichung 


” 


o | 2’, x 


: e folgt. 


1”) Ein metrischer Raum heiBt vollstdéndig (Fréchet), falls in ihm jede Funda- 
mentalfolge (d.h. eine dem Cauchyschen Konvergenzprinzip geniigende Folge) kon- 
vergiert (siehe Hausdorff, a. a. O. S. 315). 

18) Ich hebe diesen Satz (obwohl er nicht sehr tief liegt) besonders hervor, da 
er bei mehreren Sitzen stillschweigend mitbewiesen wird; es diirfte also von Nutzen 
sein, den einfachen (eigentlich fast selbstverstandlichen) Inhalt dieses Satzes ein fiir 
allemal in einer von allen Zufilligkeiten freien Form zur Verfiigung zu haben. 

Mathematische Annalen. 94. 20 
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Es sei jetzt o(f’,é”)<». Wir haben offenbar 


o( &’, €”) = lim o(2’, x”). 
2’ »& 
a” >>" 


»? per 


Wenn z’ gegen &’ (bzw. x” gegen &”) konvergiert, so konvergiert z’ 
gegen E’ (bzw. 2” gegen e”), Von einem gewissen Augenblick an ist 
o(z',2”")<y, also 0(z’,z2”)< =» also o| y, "y< 5 <e, womit die 
gleichmaBige Stetigkeit unserer Abbildung und damit der ganze Satz be- 
wiesen ist. 

9. Mit dem soeben bewiesenen Satze sind wir aber auch mit dem 
Beweise des Hauptsatzes fertig, da die beiden Raume R und & kompakt, 
also a fortiori vollstaindig sind, und die Mengen M baw. M des Hilfs- 
satzes 3 als iiberall dichte Teilmengen enthalten; es folgt also aus dem 
soeben bewiesenen Abbildungssatze, daS R und R homéomorph sind, 


w. z. b. w. 


V. Die topologische Definition des » - dimensionalen sphirischen Raumes. 


10. Die Definition 5 des abstrakten Kugelspektrums n-ter 
Dimension 


(30) ee Gt sce eves 


Y 


soll sich von der Definition 5 des gewéhnlichen Spektrums nur dadurch 
unterscheiden, daf (das aus einem einzigen Geriiste [ bestehende 
Anfangsnetz) F durch das Netz FQ) ersetzt wird, wobei £{5) aus (n + 2) 
Geriisten I”, Ty", .... Ux) e besteht, deren Vereinigungsmenge genau n +- 2 
versehiedene Elemente enthdlt. 

Indem wir in der Voraussetzung des Hauptsatzes das Wort Spek- 
trum durch Kugelspekirum ersetzen, bekommen wir einen topologischen 
Raum Ro, der dem n-dimensionalen sphdrischen Raum (d. h. der Kugel- 
fliche aj +...+234:=1) homéomorph ist, und der also die n-dimen- 
sionale sphdrische Mannigjaliigkeit heiBen soll. Der Beweis bleibt wértlich 
derselbe (der spharische Raum soll nur als die n-dimensionale Begrenzung 
des (n+ 1)-dimensionalen Simplexes betrachtet werden). Damit ist eine, 
dem Wesen der Sache entsprechende, parallele Definition der beiden Grund- 
begrifie des sphirischen und des Elementar-Raumes gegeben. 

Ein topologischer Raum ist endlich dann und nur dann dem n-di- 
mensionalen Euklidischen Raume homéomorph, falls er durch Hinzufii- 
gung eines einzigen Punktes in den — soeben abstrakt definierten — 
spharischen Raum iibergeht **). 


) Vgl. iiber allgemeine Probleme der, Erweiterung der topologischen Raiume 
mittels Hinzufiigung neuer Punkte: P. Alexandroff u. P. Urysohn, Zur Theorie der 
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VI. Definition der 2-dimensionalen Mannigfaltigkeiten. 


11. Aus den bis jetzt gegebenen Definitionen folgt, daB ein n-di- 
mensionales Element R™ (d. h. ein der Voraussetzung des Abschnittes III 
geniigender topologischer Raun:) sich in der Form 


R™ jae q™ v® @"-» 


darstellen la8t, wo G™ ein (dem Innern des gewohnlichen Simplexes R™ 
homéomorphes) Gebiet in R“, und ®"~* eine (nm —1)-dimensionale, in 
n-+-1, durch das Spektrum (3) eindeutig bestimmte, (n — 1)-dimen- 
sionale Elemente zerlegte sphirische Mannigfaltigkeit *°) ist. Die (m — 1)- 
dimensionalen Elemente, in die ®~” in dieser Weise zerlegt wird, heiBen 
die (n—1)-dimensionalen Seiten von R™; die p-dimensionalen 
(0 <p <n—1) Seiten der (nm —1)-dimensionalen Seiten von R™ heiSen 
die p-dimensionalen Seiten von R“. Es sei ausdriicklich bemerkt, daB 


“ 


die p-dimensionalen Seiten (0 <p<n—1) des Elementes R™ durch 
das Spektrum (3) allein vollstandig bestimmt sind, und zwar entsprechen 
sie den p-dimensionalen Teilgeriisten des Anfangsgeriistes J’ des Spek- 
trums (3) in derselben Weise wie der ganze Raum R= R™” dem Ge- 
riiste I" selbst. Die (das Anfangsgeriist I” in (3) bildenden) 0-di- 
mensionalen Seiten hei8en Eckpunkte des Elementes R™”. 


Def. 6. Hine endliche Menge von, einen gemeinschaftlichen Eckpunkt & 
besitzenden, n-dimensionalen Elementen, deren je zwei eine p-dimensio- 
nale (0 <p <n—1) Seite gemeinsam haben, sonst aber keinen gemein- 
schajtlichen Punkt besitzen, heiBt ein n-dimensionaler Stern, falls die 
den Punkt & nicht enthaltenden (n—1)-dimensionalen Seiten der 
gegebenen Elemente eine (n —1)-dimensionale sphdrische Mannigfaltigkeit 
@'*~" bilden**). 

Def.7%*). Hin zusammenhdngender topologischer Raum, der aus 
endlich (bzw. abzadhlbar) vielen n-dimensionalen Elementen so gebildet 
sein kann, daB je zwei dieser Elemente entweder keinen gemeinschaftlichen 
Punkt besitzen, oder eine p-dimensionale (0 < p < n —1) Seite gemeinsam 
haben, auBerdem aber keinen gemeinschaftlichen Punkt besttzen, wahrend 


topologischen Raume; P. Alexandroff, Uber die Metrisation der im Kleinen kompakten 
topologischen Raiume, Math. Annalen 92, 8, 258, 294 u. f. 

20) Im Sinne des vorangehenden Paragraphen, 

1) Selbstverstandlich ist, im allgemeinen, die durch den Stern induzierte Zer- 
legung der Mannigfaltigkeit @~ 
der Definition 5g folgenden Zerlegung vdllig verschieden. 

*2) Vgl. Brouwer, a. a. O. (siehe FuBnote *)). 


in (n—1)-dimensionale Elemente von der aus 


20* 
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in jedem Eckpunkte die daselbst zusammenhdngenden Elemente einen 
n-dimensionalen Stern bilden, heiBt eine n-dimensionale geschlossene 
(bzw. offene) Mannigfaltigkeit. 

Der Beweis der Tatsache, daB die Elemente eines Sternes sich in 
derselben Weise, wie die Simplexe eines gewissen Simplexsternes des n-di- 
mensionalen Zahlenraumes, aneinander schlieBen**), ist elementar; daraus 
folgt aber, daB die hier gegebene Definition der urspriinglichen Brouwer- 
schen**) aquivalent ist. 


Le Batz (Loire-Inférieure), August 1924. 


(Eingegangen am 23. August 1924.) 











Zum Metrisationsproblem*). 
Von 
Paul Urysohn f. 


1. Das Metrisationsproblem, d.h. das Problem, die Bedingungen auf- 
zustellen, unter denen ein topologischer Raum’) einem metrischen Raume*) 
homéomorph ist, hat in der letzten Zeit sowohl eine allgemeine, aber 
ziemlich komplizierte Lésung, wie auch eine vdllig befriedigende Lésung 
in einigen wichtigen Spezialfallen gefunden*). In dieser Arbeit will ich 
zeigen, wie man das Metrisationsproblem in sehr einfacher Weise fiir alle 
Raume mit II. Abzdhlbarkeitsaxiom*) lésen kann: es tritt hier namlich die 


*) Der Inhalt dieses Aufsatzes wurde von Paul Urysohn im April 1924 der 
Moskauer Mathematischen Gesellschaft und am 8. Juli 1924 der Géttinger Mathe- 
matischen Gesellschaft vorgetragen. Von vorliegendem Text wurde nur der erste 
Paragraph von ihm selbst red giert, das iibrige nach seinem Tode vom Unterzeich- 
neten, dem auf Grund miindlicher Mitteilungen sowohl der ganze Plan der Arbeit wie 
simtliche Einzelheiten der Beweisfiihrung genau bekannt waren. 


Paul Alexandroff. 


') Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, Leipzig 1914 (im folgenden einfach 


, Hausdorff“ zitiert), 8. 213. 

*) Hausdorff, S. 211. 

*) Siehe P. Alexandroff et P. Urysohn, Une condition nécessaire et suffisante ..., 
Comptes Rendus Paris 177, 8S. 1274; P. Urysohn, Ober die Metrisation der kompakten 
topologischen Raume, Math. Annalen 92, 8. 275—293; P. Alexandroff, Uber die Metri- 
sation der im Kleinen kompakten topolozischen Riume, ebenda S. 294 u. f. In diesen 
Arbeiten wird man auch weitere Literaturangaben finden. Man vgl. auch die Arbeit 
P. Urysohn, Uber die Machtigkeit der zuasammenhingenden Mengen, Math. Annalen 94, 
S. 262—295, insbesondere FuBnote ”) und § 28. 

*) Hausdorff, S. 268; vgl. iibrigens ,Ober die Michtigkeit der zusammenhingen- 
den Mengen“, FuBnote *). Man kann das II. Abzihlbarkeitsaxiom (wie man leicht 
einsieht) auch folgendermaBen formulieren: Es existiert im Raume ein abzdhlbares 
System von Gebieten’), so dab jedes Gebiet die Vereinigungsmenge gewisser Gebiete 
dieses Systems ist. 


7 
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Normalitat*) des Raumes als notwendige und hinreichende Bedingung der 
Metrisierbarkeit auf. Ich erinnere daran, da8 ein topologischer Raum 
normal heiBt, wenn in ihm folgende Eigenschaft (das Tietzesche*) 
III. Trennurgsaxiom“) erfiillt ist: wenn A und B zwei elementenfremde 
abgeschlossexe Mengen sind, so sind sie durch Gebiete’) trennbar, d. h. es 
kénnen zwei zueinander fremde Gebiete G4, und Gz, gefunden werden, die 
diese Mengen bzw. enthalten: G4 > A, Gg> B. 
2. Wir wollen also den folgenden Satz beweisen: 


Hauptsatz. Jeder dem II. Abzdhlbarkeitsaxiom geniigende normale 
topologische Raum ist metrisierbar (d.h. einem metrischen Raume homéo- 
morph ). 

Da ein metrischer Raum, wie man leicht einsieht, immer normal ist‘), 
so ist die Bedingung der Normalitat eine nicht nur hinreichende, sondern 
auch notwendige Bedingung fiir die Metrisierbarkeit der topologischen 
Raume mit dem II. Abzahibarkeitsaxiom. 

Da endlich in metrischen Raumen das II. Abzahlbarkeitsaxiom mit 
der Forderung der Existenz einer abzihlbaren, iiberall dichten Teilmenge 
aquivalent ist, so kann man den soeben ausgesprochenen Satz auch folgen- 
dermaBen formulieren: 


Damit ein topologischer Raum E einem metrischen Raume mit ab- 
zahlbarer tiberall dichter Teilmenge homdomorph ist, ist notwendig und 
hinreichend, daB in E die beiden Voraussetzungen der Normalitdt und 
des II. Abzdhibarkeitsaxioms erfiillt seien*). 


Wir stiitzen uns beim Beweise auf den folgenden, in der Arbeit ,,Ober 
die Machtigkeit der zusammenhingenden Mengen“, Anhang III bewiesenen 


Hilfssatz. Esseien A und B zwei elementenfremde abgeschlossene, 
im normalen Raume £ liegende Mengen. Man kann dann in £ eine stetige 
Funktion f(z) erklaren, so da8 


f(xz)=0 auf A, 
f(x)=1 auf B, 


0<f(x)<1 in allen iibrigen Punkten von Z£. 


5) P. Alexandroff und P. Urysohn, Zur Theorie der topologischen Riume, Math. 
Annalen 92, S. 263, § 4. 

*) Tietze, Beitriige zur allgemeinen Topologie I, Math. Annalen 88, S. 290. 

7) Gebiet = offene Menge. Vgl. Hausdorff, S. 215. 

*) Siehe Tietze, 1. c.*), 8. 310. Vgl. auch P. Urysohn, 1. c. *), § 3. 

*) Dagegen ist (wie man durch Beirpiele zeigen kann) das Vorhandensein einer 
abziblbaren iiberall dichten Teilmenge in einem normalen topologischen Raume fiir die 
Metrisierbarkeit dieses Raumes keineswegés hinreichend; vgl. dariiber P. Alexandroff 
l. c. %), § 3. 
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Um die Lektiire des vorliegenden Aufsatzes von der soeben zitierten Arbeit un- 
abhingig zu machen, geben wir hier den Beweis des Hilfssatzes kurz wieder. 

Es sei G, = E—B das zur Menve B komplementire Gebiet; es ist Ac G,; 
A und B sind elementenfremd, also durch Gebiete G, >A, G*>B trennbar. Aus 
G,-G* 0 folgt sofort G,:-G*= 0 (wobei M immer die abgeschlossene Hiille 
M=M-+M’' der Menge M bedeutet), d. bh. Ac G,c G,cG,. 

Es seien jetzt alle Gebiete G, (n20 feste ganze Zahl, 0< m< 2") bereits 


2" 


= ai : m hh » , . 
in der Weise definiert, daB dabei aus —* <—* die Inklusion Gm, (Gm, folgt (fiir 
2" 2 2 3 
den Fall n=0€ ist uns dies ja gelungen). G, und E—G,,4; sind abgeschlossene 
q” 2” 


elementenfremde Mengen. Man kann sie also durch Gebiete Gan4y1 2G, und 


o"@+1 n 


2 2 
Gt> E—G,» +; trennen, und da auch Ge»+1-Gt=0 ist, so ist 
2” "+ 1 
Gin SC Gamer SC Gome1 SC Gmei. 
2" q"+ 1 2" +1 3" 
— : , - . { m - 
In dieser Weise fortfahrend erhilt man ein System G, ‘wo r,=—, 0S 1, 
: ' 9 = ea 
n=1,2,... ist) von Gebieten, die allen zwischen 0 und 1 gelegenen dyadischen 


Briichen entsprechen und die so beschaffon sind, daB 


l 4eG,, 
2. aus <1; die Inklusion G, CG,  folgt. 
‘ / 
Man kann dieses System {G, } zu einem System {G,}. wo ¢ alle Werte zwischen 
i 
0 und 1 annimmt, ergiinzen, indem man 


<t ok 


setzt. Aus t, <t, folgt dann G, cG, (da, falls t,; <1 <1;<t, ist, ist G, cG, , also 
- 1 2 ~ i i 
G,<G,cG, cG,). Wir setzen endlich G,=0 (0 ist hier das Zeichen fir die leere 


Menge) fir {<0 und G,=E fir t>1; dann ist die Bedingung 
aus t,<t, folgt G, CG, 


fiir beliebige reelle ¢, und ¢, erfiillt. Wenn nun 2 irgendein Punkt von £ ist, so 
folgt aus dieser Bedingung, daB die Indizes ¢ derjenigen Gebiete G,, die den Punkt z 
nicht erhalten, eine Halbgerade ~w<t<rt,z, oder —w<t<r, bilden; und wir 
wolkn f(z)=t, setzen, 

Fiir einen zu G, (also insbesondere zu A) gehérenden Punkt z ist dann f (x)= 0, 
auBerhalb G, (d. h. auf B) ist f(2)=1, in den iibrigen Raumpunkten ist f(x) nicht 
negativ und <1. Die Funktion f(z) ist stetig. Es seien in der Tat ein Punkt 
acE und ein «>0 beliebig gegeben. Offenbar ist acG, ,, —G, ; es existiert 


—e 


r- 
+e . 


Punkte zc U, ist also t,—-e<t,<tz+e, dh. |f(x)—f(a)|<«. Der Hilfssatz ist 
hiermit bewiesen 


a — a 
also eine Umgebung U, von a, die in demselben Gebiete G, —G_ _, liegt; fiir alle 
a 
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3. Es sei nun 


(1) =e ee 


ein abzdhibares Umgebungssystem, das den gegebenen Raum £ als topo- 
logischen Raum definiert*®). 


Es seien 


(2) Bay Bay 0-09 Ray oes 


alle Paare von Umgebungen, 2, = (U,, U,), von der Beschaffenheit U; < U,. 
Es sei endlich, fiir beliebiges ganzes n>0O, f,(x) die dem Paare 
m, =(U,, U,) entsprechende, dem Hilfssatze gemaiS vorhandene, in allen 
Punkten des Raumes £ erklirte, stetige Funktion mit den Eigenschaften: 


f,(z)=0 auf U,, 
f,(z)=1 auf E—U,, 
0<f,(z)<1 in allen Punkten von Z. 


Wir setzen fiir zwei beliebige Punkte z, y des Raumes Z 


(3) o(z,y)= > = f,(z) — f,(y)|- 


Offenbar ist ai 
e(z,z)=0, o(z,y)=e(y,z), o(t,y)+e(y,2)20(2,2). 
Wir beweisen noch, da® fiir zwei verschiedene Punkte x+y unméglich 
o(z, y) = 0 sein kann. In der Tat, nach dem Hausdorfischen Axiom (D) ©*) 
gibt es zwei Umgebungen U, und U; aus (1), so dab U,>z, U;>y, 
U,-U; = 0 ist. Nun sind die beiden abgeschlossenen Mengen x und EF — U, 
durch Gebiete G,>z, G,> E — U, trennbar, so dab G,-G, = G,-G, = 0 
und folglich x <G, <U, ist. Da G, ein Gebiet ist, so existiert eine Um- 
gebung U; des Punktes xz, die in G, enthalten ist, und also a fortiori 
2oU,;cU,<G,<U,.") Das Umgebungspaar (U. 


U,) ist also ein gewisses 


mk 


a, der Folge (2). Da zc U;, so ist f(x) = 0; da aber yo E— U,, so 
ist f,(y) = 1, also ist |f,(x) —f,(y)|=1 und e(z,y)>-.. 


Indem wir die durch (3) definierte Funktion o(z, y) als Entfernung 
der beiden Punkte x und y betrachten, erhalten wir also einen metrischen 





1) Vgl. hieriiber P. Urysohn, |. c. *), FuBnote *) 

%*) Hausdorff, S. 213. 

1) Wir haben also bewiesen, daB in einem normalen Raume jede Umgebung U, 
eines beliebigen Punktes x die abgeschlossene Hiille V, einer gewissen Umgebung V, des- 
selben Punktes x enthilt, d.h. daB ein normaler Raum immer reguldr ist. Vgl. 
P. Alexandroff u. P Urysohn, Zur Theorie der topologischen Riume, a.a. 0. °), sowie 
P. Urysohn, 1. c. *), §§ 2, 3. 
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Raum M, dessen Punktvorrat derselbe, wie der des topologischen Raumes Z 
ist; es bleibt uns also nur iibrig zu beweisen, daB auch die Limesbildungen 
in den beiden Raumen dieselben sind, d.h. daB Z und M homéomorph 
sind. Dazu brauchen wir nur folgende Tatsachen I und II zu bestatigen: 

I. Fiir einen beliebigen Punkt ac ¥ und ein beliebiges «> 0 gibt 
es eine Umgebung U, des Punktes a, die in der, auf Grund der soeben 
gegebenen Entfernungsdefinition erklarten, Sphare**) S(a,«) enthalten iat. 

II. Zu jeder Umgebung U, des beliebigen Punktes ac £ gibt es eine 
gewisse, in dieser Umgebung enthaltene Sphare S(a, «). 

Beweis von I. Die Funktion y(z) = e(a, x) ist (zufolge der gleich- 
maBigen Konvergenz der Reihe (3)) stetig; es gibt also fiir jedes « eine 
Umgebung U, des Punktes x =a, so dab 


|p() — (a)|= (2) =e(a,2)<e 
fiir alle rc U,, dh. daB U, <S(a, e). 
Beweis von II. Es sei U, eine beliebige Umgebung des Punktes a. 


Vorausgesetzt, es gebe kein e von der Beschaffenheit, daB S(a,e)<U,. 
Es existiert dann fiir jedes m ein Punkt 2, der den Bedingungen 


o(a,2z,)< as x,, < EH — U, geniigt. Es existiert nun**) eine Umgebung U, 


des Punktes a, so daB U,<U, ist. Es sei 2, das Paar (U,, U,); da, fiir 
beliebiges m, z,,< Z —U, und ac U, ist, so ist f,(a)=0, f,(x,,)=1, 


also o(a, 2_)2 5 ist, was fiir m>N zu einem Widerspruch mit der 


Definition des Punktes z,, fiihrt. 
Unser Hauptsatz ist hiermit bewiesen. 


4. Korollar. Das Il. Abzdhlbarkeitsaxiom ist eine notwendige und 
hinreichende Bedingung, damit ein kompakter topologischer Raum einem 
metrischen Raume homdomorph sei ‘*). 

Die Notwendigkeit der soeben ausgesprochenen Bedingung ist schon 
bei Hausdorff, 8. 274, X und 8. 273 enthalten; um einzusehen, daB diese 
Bedingung auch hinreichend ist, brauchen wir jetzt nur die Normalitat 
der kompakten Raume mit II. Abzahlbarkeitsaxiom zu beweisen, was sehr 
einfach und zwar wie folgt geschieht. 


Es seien F, und F, zwei elementenfremde abgeschlossene Mengen, die 


**) Die Sphire S(a,z) ist in einem metrischen Raume definitionsgemaB die 
Menge aller Punkte, deren Entfernung vom ,Mittelpunkt“ a weniger als « (,,der 
Radius“) ist. 

8) Der erste Beweis dieses Satzes bildet den Inhalt der Arbeit P. Urysohn, 
Uber die Metrisation der kompakten tupologischen Riume, Math. Annalen 92, S. 294 f. 
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in einem kompakten, dem II. Abzihlbarkeitsaxiome geniigenden topo- 
logischen Raume £ liegen. Es sei 


(4) ee ee 


n 


das abzihlbare Umgebungssystem des Raumes 2. Wir greifen irgendeinen, 
zuerst fest zu denkenden, Punkt zx aus der Menge F,; nach dem Hausdorff- 
schen Axiome (D) gibt es zu jedem Punktepaare (z, y), wo x der schon 
ausgewahlte Punkt der Menge F, und y ein beliebiger Punkt der zweiten 
Menge F, ist, ein Umgebungspaar U;,,,, Uz,,. von der Beschaffenheit 
Vig y 22> Vig y > ¥> Vicey Vegy =9- Indem y alle Punkte der Menge F, 
durchlauft (wahrend x fest bleibt), erhalten wir eine gewisse Teilmenge 
der Umgebungsmenge (4), die aus simtlichen U;,,, besteht und die Menge 
F, iiberdeckt; nach dem (wegen der Kompaktheit des Raumes £ giiltigen) 
Heine-Borelschen Theorem kann man also aus den Urey eine endliche Menge, 
es sei {U:,» Uz,, ---» Up,}, 80 auswahlen, dab G,, », = Uz, + Ur, + ... + Up, 
die Menge F, enthalt. Die unter den U,,,, in dieser Weise ausgewahiten 
Umgebungen U;,, Uz,, ..-, Uz, entsprechende Uj, seien Uj,, Uj,, .--, Uj,. 
Die Durchschnittsmenge Uj,-Uj,---Uj, ist ein den Punkt 2 enthaltendes 
Gebiet G_, es existiert also eine bestimmte (z. B. mit méglichst kleinem 
Index versehene) Umgebung U; (aus dem System 4) des Punktes 2, die 
in G, enthalten ist. Es besteht die Relation 


U;,- Ge, 7, © Ge-Gs, pr, = Uj,-Ujq* --Uj,-(Uz, + Ur, + --- + Ux) 


Ja 2 


= Uj,- Up, — U;,- Ux “Tt eo U Up, =. 


3 44 


Wir bestimmen jetzt zu jedem Punkte zc F, die soeben erklarte 
Umgebung U; und das Gebiet G, »,. Eine Anwendung des Borelschen 
Satzes erlaubt wieder endlich viele U;.. es seien 1 | ee U;,; derart 
auszuwahlen, daB G, = Ui, + Ui, +...+U;,> F,. Die diesen, unter den 
U;, ausgewahlten Umgebungen U;j,, U;,, .. ., U;, entsprechende Gebiete G,. r, 
seien G;. P,» Ge, Pr, +++>@y,r,- Der Durchschnitt G,, p,- Ge, p,: 


ist wieder ein die Menge F, enthaltendes Gebiet G,. Da 
G,-Gs = (U;, + Ui, +... + U;,)-Gi, vp, G2, 7: ..- + Gu, vr, 


—U;,,-G:, 7, + Ui, Ger +... + Ui, - Gur, = 0 


Gu PF 


ist, so ist die Normalitét von EZ und infolgedessen der Metrisationssatz 
fiir kompakte Raume bewiesen**). 


“) Der hier dargestellte Beweis der Normalitit der kompakten, dem II. Abzahl- 
barkeitsaxiom geniigenden Riume enthilt offenbar den Beweis der Normalitét einer 
viel breiteren Klasse von Raiumen, nimlich der sogenannten bikompaktrn Riume. 
Vgl. hierzu P. Alexandroff und P. Urysohn, Zur Theorie der topologischen Raume °), 
wo auch auf andere Arbeiten derselben Verfasser hingewiesen wird. 
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Es sei am Ende auf folgendes Problem hingewiesen. In der Fub- 
note **) ist bereits bemerkt worden, daB ein jeder normale Raum auch 
regulir ist. Die Umkehrung der letzten Behauptung ist dagegen falsch. 
Nun fragt es sich, ob nicht diese Umkehrung doch richtig bleibt, falls 
man sich nur auf topologische Riume mit dem II. Abzahlbarkeitsaxiom 
beschrinkt, d.h. ob nicht schon die Regularitdat allein fiir die Metrisier- 
barkeit der das Il. Abzdhlbarkeitsaxiom erfiillenden Raume geniigt. 


(Eingegangen am 28. 9, 1924.) 

















anno me nees RASSSPbldi seh. ame 











